Cyklografie

Cyklografie je nelinearni zobrazovaci metoda - bodim v prostoru odpovidaji kruznice v roviné
a naopak. Ulohy v roviné pak pfevadime na feSeni prostorovych uloh, napf. pomoci cyklografie feSime

Apolloniovy ulohy.

Cyklicky prumét bodu

Mé&jme danu priimétnu ta bod A v prostoru. Oznacme A; pravouhly primét bodu A do roviny

1. Sestrojme kruznici (A) se stfedem A; a
polomérem IAA4l. Tim jsme bodu v prostoru
pfifadili pravouhly primét a kruznici o
poloméru rovném jeho vzdalenosti od
pramétny (kétu).

OvSem mame-li danu kruznici v
roving, jejimu stfedu odpovidaji dva body v
prostoru o dané koté. Tuto nejednoznacnost
odstranime tim, Ze kruznici orientujeme.
Mame-li danu pravotoCivou soustavu
soufadnic, pak zvolime za pramétnu n
rovinu xy a pro body s kladnou z-ovou

Dbyl Chraz bodu v cvklograin

soufadnici orientujeme kruznici proti sméru hodinovych ruci¢ek (smysl otaceni je kladny) a pro
zapornou z-ovou soufadnici kruznici orientujeme po sméru hodinovych rucicek (smysl otaceni je

zaporny).

Takto je jednoznaéné bodim v prostoru pfifazena orientovana kruznice, tzv. cykl a naopak.
Body P lezici v 11 se zobrazi jako kruznice s nulovym polomérem, Cili (P)=P;.

Kazda neorientovana kruznice v primétné je nositelkou dvou cykld.

Dva cykly se dotykaji, dotykaji-li se jejich nositelky a jejich orientace je souhlasna, tj. v bodé

dotyku se neméni smér pohybu. (viz obr. 2)
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nedotykaji se

Chr 2 Dotk nositele k a wlir orventacs na pipadnd dotd o wkld

Méjme dan cykl (A). VSechny
body, jejichz cykly se dotykaji daného
cyklu v prostoru vyplni rotacni
kuzelovou plochu ®(A) s vrcholem A
a fidici kfivkou (A), tzv. cyklograficky
kuzel, jeho povrsky maji od T
odchylku 45°. Cyklografické kuzele
v8ech bodl prostoru jsou shodné,
maji rovnobézné povrsky, dotykaji se
podél nevlastni kuZelosecky, kterou
také nazyvame zakladni
kuzelosecka. (viz obr.3)



Oy 3 Dot o vdklografic kv h kuge 1

Cyklicky prumét primky

PFimku sestrojujeme jako mnozinu bodl - linearni fadu cykla. Pravouhlé priméty bodu
pfimky a vytvofi pfimku a; -prisecnice pravouhle promitaci roviny pfimky a s primétnou. Kazdému

bz 4 Cyddic ks priiradt pifrakyra jeji odehylka od primé tny

bodu je pfifazen cykl, stfedy cykld
vSech bodl vyplni pfimku a;. Na
pfimce rdznobézné s primétnou
existuje bod P lezici v m - stopnik. Je
stfedem stejnolehlosti vSech cykll
linearni fady cykld a. Nazyvame ho
také nulovy cykl fady. Zndme-li dva
rizné cykly (A), (B) linearni fady cykld,
mulzeme  sklopit promitaci rovinu
pfimky a do 1t a sestrojit libovolny dalSi
cykl Fady a. Odchylka pfimky od
pramétny se uréi stejné jako v
kotovaném promitani, odchylka
pravouhlého primétu od sklopené
primky. (viz obr.4)



Je-li odchylka mensSi jak 45° (a vétSi jak 0°), leZi nulovy cykl (P) vné kazdého cyklu fadu.
Pfi odchylce vétsi jak 45°a menSi jak 90° lezi (P) uvnitf kazdého cyklu fady.

Cykly fady, jejiz odchylka od 1tje 45°, prochazeji (P).

Cykly pfimky kolmé k Ttjsou soustfedné kruznice se stfedem (P).

Cykly pfimky rovnobézné s 1t jsou shodné kruznice.

Cyklicky prumét roviny

Rovinu - cyklické pole - opét zobrazujeme jako mnozinu jejich cykl. Stopa roviny se nazyva
osa cyklického pole nebo také paprsek. Paprsek orientujeme takto: Natocime-li si primétnu tak, aby
kladné orientované cykly byly nad osou, pak na paprsku bude sméfovat Sipka doprava (znaménko
plus u kladné orientovanych cykld). Ma-li osa s nékterym cyklem cyklického pole spole¢ny aspori
jeden bod, Ize si pomoci pfi orientaci takto: pfi pohybu po kruznici musime plynule pfejit na pfimku
(jako by napft. tekla voda).

Hlavni pfimky roviny jsou rovnobézné se stopou, spadové piimky jsou kolmé ke stopé roviny.
Odchylka roviny od pramétny je rovna odchylce jeji spadové pfimky od 1t (viz obr.5)

x5 Cyklicks primiét roviny

Ze zobrazeni pfimky vyplyva, zZe je-li odchylka roviny od 1t mezi 0° a 45°, stopnik spadové
pfimky lezi vné vSech jejich cykld, tj. zadny cykl roviny neprotina osu.

Je -li odchylka mezi 45° a 90°, pak cykly protinaji stopu pod stejnym thlem. (Uhel, pod jakym
protina pfimka kruznici se definuje jako Uhel, ktery pfimka svira s te€nou v prlseciku s kruznici.)

Ma-li rovina odchylku 45° stupnu, dotykaji se vSechny cykly osy.

Je-li rovina kolma k primétné, lezi na ose stfedy vSech cykll cyklického pole.

Rovina rovnobézna s primétnou nema osu, vSechny jeji cykly jsou shodné.

Hledame-li tedy spole€nou te€nu dvou kruznic, kruZnice orientujeme a sestrojujeme rovinu,
ktera obsahuje dané cykly a jejiz odchylka od 1t je 45°. Uvazujeme-li obé orientace kazdé kruznice
dostaneme odpovidajici polet feSeni. Hledame-li kruznice protinajici danou pfimku pod danym
uhlem a, hledame prameét roviny, jejiz odchylka od 1tje w, kde cotg w = cos a. (viz obr.6)
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Oy s KrmnEnice protinajici danou pafraku pod danyra dhlern

P, Uréete spoleény cykl
linearni fady cykl( a cyklického
pole.

Hledame vlastné
priseCik pfimky s rovinou.
Prostorové feSeni: pfimkou
prolozime rovinu, uréime
prisec€nici s danou rovinou a
prisecik prusecnice a dané
pfimky je hledany bod. Rovinu
mame danu tfemi body M, N,
Q., pfimku stopnikem P a
bodem A. Ulohu Fesime jako v
kétovaném  promitani,  koty
bodli jsou poloméry cyklu,
orientace udava, zda je bod nad
¢i pod primétnou. (viz obr.7)

Oy, 7 % poled ng o vl line dimi fadwy o=l a evdklické ho pole



Pr. Urcete cykl, ktery se dotyka paprsku p°, paprsek p° protina pod uhlem a a paprsek p’
protina pod uhlem B.

Mame urdit spoleény bod tfi rovin. Uloha se opét fesi jako v kétovaném promitani. Je vSak
tfeba urcit hlavni pfimky vSech tfi rovin o stejné koté, tj. je tfeba sklopit spadové pfimky. Rovina p, jejiz
stopa je p?, ma odchylku 45°, odchylky rovin g, y, uréime pomoci vySe uvedené konstrukce. (viz obr.8)

Ohbr.8 Zpoleénybod £ rovin v e vklografn

Cyklograficky kuzel a rovina, ktera neprochazi vrcholem tohoto kuzZele maji spolecnou
regularni kuzeloseCku, nazyvame ji cyklograficka kruznice. Dva rGzné cyklografické kuzele se
protinaji, obecné, je prinikova kfivka ¢tvrtého stupné. Kuzele vSak maji rovnobézné povrsky a dotykaji
se podél nevlastni kuzelosecky, znamena to, ze se prunik rozpada na dvé kuzelosecky (jednu vlastni
a druhou nevlastni).



Tedy prunik dvou cyklografickych kuzell je tvofen zakladni kuzelose¢kou a cyklografickou
kruznici. Cyklografickou kruznici prochazi dva cyklografické kuzele. (Obecné plati, ze dvé rGzné
kuzelosecky v prostoru, které maji dva rizné body spole¢né, lezi na dvou kuzelovych plochach a
spojnice vrcholl téchto kuzelovych ploch je polarné sdruzena s prasecnici rovin danych kuzelosecek.)

Pr. Urcete mnoZinu stredu cyklu, které se dotykaji dvou danych cyklia (A), (B).

Vime, Zze mnozina stfedl cykld dotykajicich se daného cyklu vyplni cyklograficky kuzel.
Hledame-li mnozinu stfedu cykl( dotykajicich se dvou danych cykll, hledame body, které soucasné
lezi na dvou cyklografickych kuzelech, tj. hledame pranik kuzeld - cyklografickou kruznici k. Oznaéme
p rovinu cyklografické kruznice (kuzelosecky) k. (Kuzelosecka k je fezem kuzell ®(A), ®(B) rovinou p
.) Rovina p je kolma k roviné A, pravouhle promitaci roviné pfimky AB. Sklopime promitaci rovinu A
pfimky p = AB, sklopené utvary oznacime indexem 2. V roviné A lezi dvé povrdky kazdého kuzele,
urc¢ime body kuzelosecky k lezici v roviné A. Oznaéme je M, N. Pfimka M.N; je primét p, roviny p do
roviny A.

Do roviny A se kuzeloseCka k promitne jako C&ast pfimky p,, body M, N jsou vrcholy
kuzelosecky k, stfed O, Usecky M:N; je primétem stfedu O kuzelosecky k. Rovina p obsahuje body V
*, W= - priseciky roviny p se zakladni kuzeloseckou c. Pfimku V “W ® obsahuiji i vrcholové roviny a, 3
kuzelt ®(A), ®(B) rovnobézné s rovinou p. Roviny a, B jsou polarni roviny vrcholt A, B vzhledem k @
(A), ©(B) , stopy p+®, p+ jsou polary stopniku P pfimky AB vzhledem k (A), (B), teény z P k (A), (B)
jsou stopy spole¢nych te¢nych rovin kuzelt ®(A), ®(B) .

Clbr.? Winodina stiedd ekl kieré se dotikaji dvou dangeh e vk (), (B)



Rovina p prochazi spole¢nymi body V %, W * kuzell ®(A), ®(B) , tj. stopa p+roviny pje
chordala kruznic (A), (B). Typ kuzelosecCky podle polohy nékteré z vrcholovych rovin a, B vzhledem ke
kuzeli, protina-li p,* kruznici (A) je k hyperbola (a protind®(A) v rovnob&zkach s asymptotami),
neprotina-li stopa (A) je k elipsa (parabolicky fez nenastane, protoze povrsky kuzell lezici v téze
roving vzdy vytvofi obdélnik). Z Queteletovy-Dandelinovy véty vime, Ze pravouhly pramét vrcholu
rotacni kuzZelové plochy do roviny kolmé k ose je ohniskem primétu Fezu tohoto kuzZele. Primét
kuzelosecky k tedy mame zadan stfedem, vrcholy, ohnisky, pfipadné asymptotami a kuzelosecku jiz
muzeme sestrojit. Odvodili jsme vétu:

Véta: Mnozina stfed( cyklU, které se dotykaji dvou cyklu je elipsa nebo hyperbola, kiera ma
stfedy danych cykld za ohniska.

Pf. UrCete mnoZinu
stfredll  cyklu, které se
dotykaji cyklu (A) a paprsku
p.

Mnozina cykll, které
se dotykaji daného paprsku,
je cyklické pole s odchylkou
45° od T Hledame fez
cyklografického kuzele
rovinou rovnobé&znou s
nékterou jeho  povrskou.
Podobné jako v pfedchozim
pfikladé odvodime vétu:

Véta: Mnozina stfedu
cykll, které se dotykaji cyklu
a paprsku je parabola, ktera
ma stfed cyklu za ohnisko.

Chr. 10 inozina stfedd cvbll keré se dotihagi cvldu (L) a paprsku p

Hledame-li mnozinu stfed( kruznic, které se dotykaji dvou danych kruznic nebo kruznice a
pfimky, feSime pfedchozi ulohy, pfiéemz uvaZujeme veSkeré mozZné kombinace orientaci danych
Utvard, feSenim jsou pak konfokalni kuzelosecky (kuzelosec¢ky se spoleénymi ohnisky)

Mazeme rovnéz hledat mnozinu stfedd kruznic, které se dotykaji dané kruznice a danou
pfimku protinaji pod danym uhlem a. Potom sestrojujeme fez kuZele rovinou, jejiZ odchylka od Tt je w,
kde cotg w = cos a. Hledanymi mnozinami pak jsou hyperboly (kruznice, ktera protina pfimku p pod
uhlem a je nositelkou cyklu roviny p se stopou p, ktera ma odchylku od 1t vétSi nez 45°, tj. vrcholova
rovina p° rovnobé&zna s rovinou p protina cyklograficky kuzel ve dvou povrchovych pfimkach.)
Konstrukce je podobna jako v pfedchozich pfipadech. (viz obr.11)
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Reseni Pappovych a Apolloniovych tloh

Obecna Apolloniova uloha zni - sestrojte kruznici, ktera se dotyka tfi danych kruznic.
Nahradime-li nékteré z kruznic body &i pfimkami, ziskame soubor deseti Apolloniovych uloh. Lezi-li
nékterych z danych bodu na pfimce &i kruznici mame celkem Sest tzv. Pappovych uloh. VypiSeme
znéni vSech Uloh, nékteré z nich vyfeSime pomoci cyklografie.

Pappovy ulohy

1. Sestrojte kruznici, kterd se v daném bodé T dotyka dané kruznice k a prochazi dalSim bodem
B.

2. Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané kruznice k a dotyka se dané pfimky
p.

3. Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané kruznice k a dotyka se dalSi kruznice
I

4. Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané pfimky p a prochazi dalsim bodem
B.



5. Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané pfimky p a dotyka se dalSi pfimky q.

6. Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané pfimky p a dotyka se dané kruznice

k.

Apolloniovy ulohy

1. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danymi body A, B, C.

2. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danymi body A, B a dotyka se dané pfimky p.

3. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danymi body A, B a dotyka se dané kruznice k.

4. Sestrojte kruznici, kterd prochazi danym bodem B a dotyka se danych pfimek p, q.

5. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B a dotyka se dané pfimky p a dané kruZnice

k.

6. Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B a dotyka se danych kruznic k, I.

7. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych pfimek p, q, r.

8. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych pfimek p, g a dané kruznice k.

9. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dané dané pfimky p a danych kruznic k, I.

10. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych kruznic k, I, m.

Ukazeme feSeni nékterych uloh. Nejprve Pappovu tlohu oznacenou ¢.3:

Zvolime libovolné
orientaci kruznic. Orientovana
kruZnice k je pak fidici kfivkou
cyklografického kuzele S
vrcholem A, obdobné kruznice /
je Fidici kruznici cyklografického
kuZele s vrcholem B. Hledame
bod X, ktery patfi obéma
cyklografickym kuzelim. Jelikoz
zname bod dotyku T na kruznici
k, zname tak povrchovou
pfimku cyklografického kuzele
®(A), na které X lezi. Na ®(B)
lezi povrchova pfimka BT,
rovnobézna s AT. Pfimka T T’
je pak stopou roviny uréené
pfimkami AT a BT, (ij. vrcholy
kuzelt ®(A), ®(B) v této roviné
lezi), uvedena rovina protina ®
(B) jesté v povrchové pfimce
BU, ktera je riznobézna s AT.

by, 12 Payporva tloha 2.3



Prasecik X pfimek AT a BU je vrchol hledaného cyklografického kuzele ®(X). (viz obr.12)
Ziskali jsme jedno feSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime rlznymi kombinacemi orientaci
kruznic.

Reseni Apolloniovy ulohy ozn. & 5

Zvolime orientaci kruznice i pfimky. Stfedy hledanych kruznic lezi souCasné na
cyklografickych kuzelich ®(A), ®(B) a v roviné g, kitera ma odchylku od 1 45°. Hledame body
prinikové kfivky kuzelll ®(A) a ®(B) lezici v roviné o. ProtoZze kuZelosecka, ktera je ¢asti priniku
kuzell ®d(A), d(B) lezi v roviné p, hledané body lezi na prusecnici rovin ¢ a p. Prisecnice srovincap
prochazi prisecikem S pudorysnych stop téchto rovin, p° je chordala kruznic (A) a (B).

Roviny p‘a ¢’, které prochazeji bodem A (vrcholové roviny) se protinaji v pfimce s”. (s’ je
ur¢ena prasecikem S’ pudorysnych stop rovin p'a ¢” a bodem A.) Pfimka s je rovnobézna s s”. Na
prasecnici s lezi hledané body. Body vSak lezi i na kuzeli ®(A), tj. lezi na nékteré povrsce tohoto
kuzele. Rovina a ur¢ena pfimkou s a bodem A protne kuzZel v povr§kach, které jsou riznobézné s
pfimkou s a protnou ji v hledanych bodech O. ProtoZe s a s” jsou rovnobézné, lezi va i sa tedy
pudorysna stopa roviny a je SS”. Priseciky SS”s k urc¢i body X povrsek lezici v 1, prusecik O pfimky
AX s pfimkou S je hledany stfed kruznice a polomér je 10XI.

Dostavame dvé feSeni (je sestrojeno jen jedno feSeni, ale existuji dva priseciky SS” s k),
zbyvaijici feSeni obdrzime rliznymi kombinacemi orientaci kruznice a pfimky.

Chr.13 &Apollonicrra dloha &.5

10



Reseni Apolloniovy ulohy ozn. & 6

Konstrukce je stejna jako u predchozi uUlohy. Pldorysné stopy rovin p a o jsou chordaly
kruznic, tj. bod S je potencni stfed zadanych kruznic (B ma nulovy polomér). (viz obr.14)

Chr 14 & pollomowva dloha &6

Dané ulohy lIze jesté
modifikovat, dotyk
kruznice a pfimky
nahradime protindnim
pod danym Uhlem.
Resime tak napiiklad
ulohu:

Sestrojte kruznici,
kterd prochézi danym
bodem B, dotyka se
dané kruzZnice k a danou
pfimku p protina pod
uhlem a..

Postup je stejny jako v
uloze 5, rovina o ma
odchylku w, kterou
Zjistime znamou
konstrukci. Pudorysnou
stopu vrcholové roviny ¢’
ur€ime sklopenim
spadové  pfimky. (viz
obr.15)

Pq

Obr 15 Kmgmee, kterd prochiz] dansm bodera B, dotvkd se dané krngmice ka danou piimku p proting pod danvrn thlem
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