
Cyklografie

Cyklografie je nelineární zobrazovací metoda - bodům v prostoru odpovídají kružnice v rovině 
a naopak. Úlohy v rovině pak převádíme na řešení prostorových úloh, např. pomocí cyklografie řešíme 
Apolloniovy úlohy.

Cyklický průmět bodu

Mějme dánu průmětnu π a bod A v prostoru. Označme A1 pravoúhlý průmět bodu A do roviny 
π.  Sestrojme kružnici  (A) se středem  A1 a 
poloměrem IAA1I. Tím jsme bodu v prostoru 
přiřadili  pravoúhlý  průmět  a  kružnici  o 
poloměru  rovném  jeho  vzdálenosti  od 
průmětny (kótu). 

Ovšem  máme-li  dánu  kružnici  v 
rovině, jejímu středu odpovídají dva body v 
prostoru o dané kótě. Tuto nejednoznačnost 
odstraníme  tím,  že  kružnici  orientujeme. 
Máme-li  dánu  pravotočivou  soustavu 
souřadnic,  pak  zvolíme  za  průmětnu  π 
rovinu  xy a  pro  body  s  kladnou  z-ovou 
souřadnicí  orientujeme  kružnici  proti  směru  hodinových  ručiček  (smysl  otáčení  je  kladný)  a  pro 
zápornou  z-ovou  souřadnici  kružnici  orientujeme  po  směru  hodinových  ručiček  (smysl  otáčení  je 
záporný).                                                                                                                 

Takto je jednoznačně bodům v prostoru přiřazena orientovaná kružnice, tzv. cykl a naopak. 
Body P ležící v π se zobrazí jako kružnice s nulovým poloměrem, čili (P)=P1. 
Každá neorientovaná kružnice v průmětně je nositelkou dvou cyklů. 
Dva cykly se dotýkají, dotýkají-li se jejich nositelky a jejich orientace je souhlasná, tj. v bodě 

dotyku se nemění směr pohybu. (viz obr. 2)
Mějme dán cykl  (A). Všechny 

body, jejichž cykly se dotýkají daného 
cyklu  v  prostoru  vyplní  rotační 
kuželovou plochu  Φ(A) s vrcholem  A 
a řídící křivkou (A), tzv. cyklografický 
kužel,  jeho  površky  mají  od  π 
odchylku  45°.  Cyklografické  kužele 
všech  bodů  prostoru  jsou  shodné, 
mají rovnoběžné površky, dotýkají se 
podél  nevlastní  kuželosečky,  kterou 
také  nazýváme  základní 
kuželosečka. (viz obr.3)
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Cyklický průmět přímky

Přímku sestrojujeme  jako  množinu  bodů  -  lineární  řadu  cyklů.  Pravoúhlé  průměty  bodů 
přímky  a vytvoří přímku  a1 -průsečnice pravoúhle promítací roviny přímky  a s průmětnou. Každému 

bodu  je  přiřazen  cykl,  středy  cyklů 
všech  bodů  vyplní  přímku  a1.  Na 
přímce  různoběžné  s  průmětnou 
existuje bod  P ležící v  π - stopník. Je 
středem  stejnolehlosti  všech  cyklů 
lineární  řady  cyklů  a.  Nazýváme  ho 
také  nulový  cykl  řady.  Známe-li  dva 
různé cykly (A), (B) lineární řady cyklů, 
můžeme  sklopit  promítací  rovinu 
přímky a do π a sestrojit libovolný další 
cykl  řady a.  Odchylka  přímky  od 
průmětny  se  určí  stejně  jako  v 
kótovaném  promítání,  odchylka 
pravoúhlého  průmětu  od  sklopené 
přímky. (viz obr.4)
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 Je-li odchylka menší jak 45° (a větší jak 0°), leží nulový cykl  (P) vně každého cyklu řadu.  
Při odchylce větší jak 45°a menší jak 90° leží (P) uvnitř každého cyklu řady.  
Cykly řady, jejíž odchylka od π je 45°, procházejí (P). 
Cykly přímky kolmé k π jsou soustředné kružnice se středem (P). 
Cykly přímky rovnoběžné s π jsou shodné kružnice.

Cyklický průmět roviny

Rovinu - cyklické pole - opět zobrazujeme jako množinu jejích cyklů. Stopa roviny se nazývá 
osa cyklického pole nebo také paprsek. Paprsek orientujeme takto: Natočíme-li si průmětnu tak, aby 
kladně orientované cykly byly nad osou, pak na paprsku bude směřovat šipka doprava (znaménko 
plus u kladně orientovaných cyklů).  Má-li  osa s některým cyklem cyklického pole společný aspoň 
jeden bod, lze si pomoci při orientaci takto: při pohybu po kružnici musíme plynule přejít na přímku 
(jako by např. tekla voda).

Hlavní přímky roviny jsou rovnoběžné se stopou, spádové přímky jsou kolmé ke stopě roviny. 
Odchylka roviny od průmětny je rovna odchylce její spádové přímky od π. (viz obr.5)

Ze zobrazení přímky vyplývá, že je-li odchylka roviny od  π mezi 0° a 45°, stopník spádové 
přímky leží vně všech jejích cyklů, tj. žádný cykl roviny neprotíná osu. 

Je -li odchylka mezi 45° a 90°, pak cykly protínají stopu pod stejným úhlem. (Úhel, pod jakým 
protíná přímka kružnici se definuje jako úhel, který přímka svírá s tečnou v průsečíku s kružnicí.)  

Má-li rovina odchylku 45° stupňů, dotýkají se všechny cykly osy. 
Je-li rovina kolmá k průmětně, leží na ose středy všech cyklů cyklického pole. 
Rovina rovnoběžná s průmětnou nemá osu, všechny její cykly jsou shodné.
Hledáme-li tedy společnou tečnu dvou kružnic, kružnice orientujeme a sestrojujeme rovinu, 

která obsahuje dané cykly a jejíž odchylka od  π je 45°. Uvažujeme-li obě orientace každé kružnice 
dostaneme odpovídající počet řešení. Hledáme-li  kružnice  protínající  danou  přímku  pod  daným 
úhlem α, hledáme průmět roviny, jejíž odchylka od π je ω, kde cotg ω = cos α. (viz obr.6)
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Př.  Určete  společný  cykl  
lineární řady cyklů a cyklického 
pole.

Hledáme  vlastně 
průsečík  přímky  s  rovinou. 
Prostorové  řešení:  přímkou 
proložíme  rovinu,  určíme 
průsečnici  s  danou  rovinou  a 
průsečík  průsečnice  a  dané 
přímky je hledaný bod. Rovinu 
máme dánu třemi  body M,  N, 
Q.,  přímku  stopníkem  P a 
bodem A. Úlohu řešíme jako v 
kótovaném  promítání,  kóty 
bodů  jsou  poloměry  cyklů, 
orientace udává, zda je bod nad 
či pod průmětnou. (viz obr.7)
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Př. Určete cykl, který se dotýká paprsku  pρ, paprsek  pσ protíná pod úhlem  α a paprsek  pγ 

protíná pod úhlem β. 
Máme určit společný bod tří rovin. Úloha se opět řeší jako v kótovaném promítání. Je však 

třeba určit hlavní přímky všech tří rovin o stejné kótě, tj. je třeba sklopit spádové přímky. Rovina ρ, jejíž 
stopa je pρ, má odchylku 45°, odchylky rovin σ, γ, určíme pomocí výše uvedené konstrukce. (viz obr.8)

Cyklografický  kužel  a  rovina,  která  neprochází  vrcholem  tohoto  kužele  mají  společnou 
regulární  kuželosečku,  nazýváme  ji  cyklografická  kružnice.  Dva  různé  cyklografické  kužele  se 
protínají, obecně, je průniková křivka čtvrtého stupně. Kužele však mají rovnoběžné površky a dotýkají 
se podél nevlastní kuželosečky, znamená to, že se průnik rozpadá na dvě kuželosečky (jednu vlastní 
a druhou nevlastní).
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Tedy průnik  dvou cyklografických kuželů je tvořen základní  kuželosečkou a cyklografickou 
kružnicí.  Cyklografickou  kružnicí  prochází  dva  cyklografické  kužele.  (Obecně  platí,  že  dvě  různé 
kuželosečky v prostoru, které mají  dva různé body společné, leží na dvou kuželových plochách a 
spojnice vrcholů těchto kuželových ploch je polárně sdružená s průsečnicí rovin daných kuželoseček.)

Př. Určete množinu středů cyklů, které se dotýkají dvou daných cyklů (A), (B).
Víme,  že  množina  středů  cyklů  dotýkajících  se  daného  cyklu  vyplní  cyklografický  kužel. 

Hledáme-li množinu středů cyklů dotýkajících se dvou daných cyklů, hledáme body, které současně 
leží na dvou cyklografických kuželech, tj. hledáme průnik kuželů - cyklografickou kružnici k. Označme 
ρ rovinu cyklografické kružnice (kuželosečky) k. (Kuželosečka k je řezem kuželů Φ(A), Φ(B) rovinou ρ
.) Rovina ρ je kolmá k rovině λ, pravoúhle promítací rovině přímky AB. Sklopíme promítací rovinu λ 
přímky p = AB, sklopené útvary označíme indexem 2. V rovině λ leží dvě površky každého kužele, 
určíme body kuželosečky k ležící v rovině λ. Označme je M, N. Přímka M2N2 je průmět ρ2 roviny ρ do 
roviny λ.  

Do  roviny  λ se  kuželosečka  κ promítne  jako  část  přímky  ρ2,  body  M,  N jsou  vrcholy 
kuželosečky k, střed O2 úsečky M2N2 je průmětem středu O kuželosečky k. Rovina ρ obsahuje body V 
∞, W ∞ - průsečíky roviny ρ se základní kuželosečkou c. Přímku V ∞W ∞ obsahují i vrcholové roviny α, β 
kuželů Φ(A), Φ(B) rovnoběžné s rovinou ρ. Roviny α, β jsou polární roviny vrcholů A, B vzhledem k Φ
(A), Φ(B) , stopy p1

α, p1
β jsou poláry stopníku P přímky AB vzhledem k (A), (B), tečny z P k (A), (B) 

jsou stopy společných tečných rovin kuželů Φ(A), Φ(B) . 
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Rovina ρ prochází  společnými  body V  ∞,  W  ∞ kuželů  Φ(A),  Φ(B)  ,  tj.  stopa  p1
ρ roviny  ρ je 

chordála kružnic (A), (B). Typ kuželosečky podle polohy některé z vrcholových rovin α, β vzhledem ke 
kuželi,  protíná-li  p1

α kružnici  (A) je  k hyperbola  (α protínáΦ(A)  v  rovnoběžkách  s  asymptotami), 
neprotíná-li  stopa  (A) je  k elipsa (parabolický řez nenastane, protože površky kuželů ležící v téže 
rovině vždy vytvoří  obdélník).  Z Queteletovy-Dandelinovy věty  víme, že pravoúhlý  průmět vrcholu 
rotační  kuželové plochy do roviny kolmé k ose je  ohniskem průmětu řezu tohoto  kužele.  Průmět 
kuželosečky k tedy máme zadán středem, vrcholy, ohnisky, případně asymptotami a kuželosečku již 
můžeme sestrojit. Odvodili jsme větu:

Věta: Množina středů cyklů, které se dotýkají dvou cyklů je elipsa nebo hyperbola, která má 
středy daných cyklů za ohniska.

Př.  Určete  množinu 
středů  cyklů,  které  se 
dotýkají  cyklu (A) a paprsku 
p.

Množina  cyklů,  které 
se dotýkají  daného paprsku, 
je cyklické pole  s  odchylkou 
45°  od  π.  Hledáme  řez 
cyklografického  kužele 
rovinou  rovnoběžnou  s 
některou  jeho  površkou. 
Podobně jako  v  předchozím 
příkladě odvodíme větu:

Věta: Množina středů 
cyklů, které se dotýkají cyklu 
a paprsku je parabola, která 
má střed cyklu za ohnisko.

    

Hledáme-li množinu středů kružnic, které se dotýkají dvou daných kružnic nebo kružnice a 
přímky,  řešíme předchozí  úlohy,  přičemž  uvažujeme veškeré  možné  kombinace  orientací  daných 
útvarů, řešením jsou pak konfokální kuželosečky (kuželosečky se společnými ohnisky)

Můžeme rovněž  hledat  množinu  středů kružnic,  které  se  dotýkají  dané kružnice a  danou 
přímku protínají pod daným úhlem α. Potom sestrojujeme řez kužele rovinou, jejíž odchylka od π je ω, 
kde cotg ω = cos α. Hledanými množinami pak jsou hyperboly (kružnice, která protíná přímku p pod 
úhlem α je nositelkou cyklu roviny ρ se stopou p, která má odchylku od π větší než 45°, tj. vrcholová 
rovina  ρ´  rovnoběžná  s  rovinou  ρ protíná  cyklografický  kužel  ve  dvou  povrchových  přímkách.) 
Konstrukce je podobná jako v předchozích případech. (viz obr.11)
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Řešení Pappových a Apolloniových úloh

Obecná  Apolloniova  úloha  zní  -  sestrojte  kružnici,  která  se  dotýká  tří  daných  kružnic. 
Nahradíme-li některé z kružnic body či přímkami, získáme soubor deseti Apolloniových úloh. Leží-li 
některých z daných bodů na přímce či kružnici máme celkem šest tzv. Pappových úloh. Vypíšeme 
znění všech úloh, některé z nich vyřešíme pomocí cyklografie.

Pappovy úlohy

1. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a prochází dalším bodem 
B.

2. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a dotýká se dané přímky 
p. 

3. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané kružnice k a dotýká se další kružnice 
l.

4. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přímky p a prochází dalším bodem 
B.

8



5. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přímky p a dotýká se další přímky q.

6. Sestrojte kružnici, která se v daném bodě T dotýká dané přímky p a dotýká se dané kružnice 
k.

Apolloniovy úlohy

1. Sestrojte kružnici, která prochází danými body A, B, C.

2. Sestrojte kružnici, která prochází danými body A, B a dotýká se dané přímky p.

3. Sestrojte kružnici, která prochází danými body A, B a dotýká se dané kružnice k.

4. Sestrojte kružnici, která prochází daným bodem B a dotýká se daných přímek p, q.

5. Sestrojte kružnici, která prochází daným bodem B a dotýká se dané přímky p a dané kružnice 
k.

6. Sestrojte kružnici, která prochází daným bodem B a dotýká se daných kružnic k, l.

7. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných přímek p, q, r. 

8. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných přímek p, q a dané kružnice k.

9. Sestrojte kružnici, která se dotýká dané dané přímky p a daných kružnic k, l.

10. Sestrojte kružnici, která se dotýká daných kružnic k, l, m.

Ukážeme řešení některých úloh. Nejprve Pappovu úlohu označenou č.3:

Zvolíme  libovolně 
orientaci  kružnic.  Orientovaná 
kružnice  k je pak řídící křivkou 
cyklografického  kužele  s 
vrcholem A, obdobně kružnice l 
je řídící kružnicí cyklografického 
kužele s vrcholem  B. Hledáme 
bod  X,  který  patří  oběma 
cyklografickým kuželům. Jelikož 
známe bod dotyku T na kružnici 
k,  známe  tak  povrchovou 
přímku  cyklografického  kužele 
Φ(A), na které  X leží. Na  Φ(B) 
leží  povrchová  přímka  BT´, 
rovnoběžná s  AT.  Přímka  T T´ 
je  pak  stopou  roviny  určené 
přímkami  AT a  BT´, (tj. vrcholy 
kuželů Φ(A), Φ(B) v této rovině 
leží), uvedená rovina protíná Φ
(B)  ještě  v  povrchové  přímce 
BU, která je různoběžná s AT. 
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Průsečík  X přímek  AT a  BU je vrchol hledaného cyklografického kužele  Φ(X). (viz obr.12)  
Získali  jsme jedno řešení  úlohy,  zbývající  řešení  obdržíme různými kombinacemi orientací 

kružnic.

Řešení Apolloniovy úlohy ozn. č. 5
Zvolíme  orientaci  kružnice  i  přímky.  Středy  hledaných  kružnic  leží  současně  na 

cyklografických  kuželích  Φ(A),  Φ(B)  a  v  rovině  σ, která  má  odchylku  od  π 45°.  Hledáme  body 
průnikové křivky kuželů  Φ(A) a  Φ(B) ležící v rovině  σ. Protože kuželosečka, která je částí průniku 
kuželů Φ(A), Φ(B) leží v rovině ρ, hledané body leží na průsečnici rovin σ a ρ. Průsečnice s rovin σ a ρ
 prochází průsečíkem S půdorysných stop těchto rovin, pρ je chordála kružnic (A) a (B). 

Roviny  ρ´a  σ´, které procházejí bodem  A (vrcholové roviny) se protínají v přímce  s´. (s´ je 
určena průsečíkem S´ půdorysných stop rovin ρ´a σ´ a bodem A.) Přímka s je rovnoběžná s s´. Na 
průsečnici  s leží hledané body. Body však leží i na kuželi  Φ(A), tj. leží na některé površce tohoto 
kužele. Rovina  α určená přímkou  s a bodem  A protne kužel v površkách, které jsou různoběžné s 
přímkou s a protnou ji v hledaných bodech  O. Protože s a  s´ jsou rovnoběžné, leží v α i  s´a tedy 
půdorysná stopa roviny α je SS´. Průsečíky SS´ s k určí body X površek ležící v π, průsečík O přímky 
AX s přímkou S je hledaný střed kružnice a poloměr je IOXI. 

Dostáváme dvě řešení (je sestrojeno jen jedno řešení, ale existují dva průsečíky SS´  s  k), 
zbývající řešení obdržíme různými kombinacemi orientací kružnice a přímky.
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Řešení Apolloniovy úlohy ozn. č. 6
Konstrukce  je  stejná  jako  u  předchozí  úlohy.  Půdorysné stopy  rovin  ρ a  σ jsou chordály 

kružnic, tj. bod S je potenční střed zadaných kružnic (B má nulový poloměr). (viz obr.14)

Dané  úlohy  lze  ještě 
modifikovat,  dotyk 
kružnice  a  přímky 
nahradíme  protínáním 
pod  daným  úhlem. 
Řešíme  tak  například 
úlohu:

Sestrojte  kružnici,  
která  prochází  daným 
bodem  B,  dotýká  se 
dané kružnice k a danou 
přímku  p protíná  pod 
úhlem α..

Postup je stejný jako v 
úloze  5,  rovina  σ má 
odchylku ω,  kterou 
zjistíme  známou 
konstrukcí.  Půdorysnou 
stopu vrcholové roviny σ´ 
určíme  sklopením 
spádové  přímky.  (viz 
obr.15)
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