ROTACNI KVADRIKY

Definice, zakladni vilastnosti, tecné roviny a rfezy, pruseciky
primky s rotacni kvadrikou

Rotacni kvadriky jsou rotani plochy, které vzniknou rotaci kuZeloseCky kolem nékteré jeji osy.
Podle toho, zda rotuje kuZeloseCka singularni nebo regularni, délime i kvadriky na singularni a
regularni. Singularni kvadriky jsou rota¢ni valcova a rotaéni kuzelova plocha, které se dikladné studuiji
v zakladnim kurzu zobrazovacich metod. Podobné je dukladné prostudovana jedna regularni kvadrika,
kulova plocha. Budeme se zabyvat kvadrikami, které vzniknou rotaci regularni kuzZelose¢ky (s
vyjimkou kruznice) kolem jeji osy. Priseciky rotac¢ni kvadriky s osou rotace nazyvame vrcholy
kvadriky. Podle typu kuzZeloseCky a podle toho, kolem které osy kuzeloseCka rotuje kvadriky délime.
VétSinou budeme kvadriky studovat v rozSifeném Eukleidovském prostoru.

Rotacni elipsoidy

Rotaci elipsy kolem hlavni osy vznikne protahly (vejc€ity) elipsoid, rotaci kolem vedlejsi osy
vznikne zplostély elipsoid. Zakladni vlastnosti maji oba elipsoidy stejné, vétSinou pfi konstrukci
nemusime rozliSovat, zda se jedna o elipsoid protahly nebo zplostély. Elipsoid je bodova stfedova
kvadrika, stfed je pélem nevlastni roviny vzhledem k elipsoidu, ma dva vrcholy. Prinik elipsoidi a
nevlastni roviny je prdzdnd mnozZina. Jestlize je elipsoid protahly, leZi ohniska elipsy, jejiz rotaci
vznikd, na ose rotace a jsou spole€na pro viechny meridiany. Pro protahly elipsoid tedy plati, Ze je to
mnozina bod{ v prostoru, jejichz souc€et vzdalenosti od dvou pevnych riznych bodl je konstantni,
vétsi nez vzdalenost danych bodu. Tyto body nazyvame ohniska protahlého rotaéniho elipsoidu. Pro
zplostély elipsoid to neplati, ohniska nelezi na ose, pfi rotaci opiSi kruznici. Je-li osa rotace kolma k
pudorysné, je prvnim obrysem rovnikova kruznice, pudorysem plochy je pak kruh.



Rotacni paraboloid

Rotaéni paraboloid vznika rotaci paraboly kolem osy, je to bodova nestfedova kvadrika,
nevlastni rovina se jej dotyka v nevlastnim bodé O” osy. Ma jeden vrchol. Ohnisko tvofici paraboly lezi
na ose, je spole¢né pro vSechny meridiany, fidici pfimka tvofici paraboly vyplini rotaci rovinu ¢. Tuto
rovinu nazyvame fidici rovina rotacniho paraboloidu a plati, Ze rota¢ni paraboloid je mnozina bodl v
prostoru, které maji od pevného bodu a pevné roviny stejnou vzdalenost. Dany bod nazyvame ohnisko
rotacniho paraboloidu. Je-li osa kolma k pldorysné, nema plocha prvni obrys, pldorysem plochy je
cela rovina 1t
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Rotac¢ni hyperboloidy

Rotaéni hyperboloidy jsou stfedové kvadriky, stfed je pdlem nevlastni roviny vzhledem k
danému hyperboloidu. Rotaci asymptot vznika tzv. asymptoticka kuzelova plocha, ktera se
rotaCniho hyperboloidu dotyka podél nevlastni regularni kuzelosecky I, je to dotykova kuzelova
plocha opsana rotacnimu hyperboloidu z jeho stfedu. Hyperboloidy nemaiji zakladni vlastnosti stejné,
vlastnosti plochy se liSi podle toho, zda hyperbola rotuje kolem hlavni nebo vedlejsi osy.

Rotaéni dvojdilny hyperboloid

Rota¢ni dvojdilny hyperboloid vznika rotaci hyperboly kolem hlavni osy, je to bodovéa kvadrika,
ma dva vrcholy. Ohniska tvofici hyperboly lezi na ose, proto plati, Zze plocha je mnozinou bodl v
prostoru, které maji od dvou pevnych raznych bodu staly rozdil vzdalenosti, mensi nez je vzdalenost
danych bodu. Body nazyvame ohniska rotacniho hyperboloidu. Stejné jako u rotacniho paraboloidu je
pudorysem plochy (je-li osa kolma k 1) cela pudorysna.



Rotacni jednodilny hyperboloid

Rotaéni jednodilny hyperboloid @ vznika rotaci hyperboly kolem vedlejSi osy, nema body na
ose. Zvolme bod M na tvofici hyperbole (hlavni meridian), te€na rovina 1t plochy ® v bodé M protina
hyperboloid v kuZelosecce, kuzelosecka je singularni, protozZe 1 je te€na rovina. Rovina 1" prochazejici
stfedem O plochy ® rovnobézna s 1 protina asymptotickou kuzelovou plochu Q ve dvou povrchovych
pfimkach a’, n’, tedy v kuzelosecce typu hyperbola. ® a Q se dotykaji podél nevlastni kuzelosecky I,
roviny T a T’se protinaji v nevlastni roviné v pfimce q. Pfimka q” protina nevlastni kuZeloseCku I v
bodech A”, N” (na Q Fez typu hyperbola), tedy i T protina plochu ® v kuzelosecce typu hyperbola. 1
protne ® v singularni kuzelosecce, protina ji tedy ve dvou rliznobéznych pfimkach a, n, pro které plati
alla’, nll n". Pfimka a protina vSechny rovnobézky plochy ®, je to tedy také tvofici kfivka plochy. a je
mimobézna s osou, kdyby byla rlznobézna, obsahovala by ® bod na ose. Rotaéni jednodilny
hyperboloid tedy vznika rotaci hyperboly kolem vedlejsi osy, ale také rotaci pfimky mimobézné s osou
kolem této osy, je to pfimkova kvadrika. Narysy pfimek plochy (pfedpokladame opét, ze osa je kolma
k 1) obali tvofici hyperbolu. Mnozinu pfimek, které vzniknou rotaci pfimky a kolem osy nazyvame
regulus. Pfimky jednoho regulu jsou vzajemné mimobézné. Kdyby byly riiznobézné, musely by se
protinat v samodruZzném bodé& na ose rotace. Te€na rovina t obsahuje kromé pfimky a i pfimku n s ni
riznobéznou, rotaci pfimky n dostavame Il. regulus. VSechny pfimky Il. regulu jsou opét vzajemné



mimobézné. Rotaci pfimky a” vznikd asymptoticka kuzZelova plocha Q. Ke kazdé pfimce a rotaéniho
jednodilného hyperboloidu tedy existuje pfimka a” asymptotické kuzelové plochy, ktera je s ni
rovnobézna. Jestlize M je bod hlavniho meridianu (tvofici hyperboly), oznacme Q k nému soumérny
podle sttedu O hyperboloidu. Tecna rovina 't v bodé Q protne ® opét ve dvojici riznobézek 'a, 'n.
Rotaci pfejde T do 1. V roviné T lezi pfimka a, k ni existuje na asymptotické kuzelové plo3e piimka a”
s ni rovnobézna. K pfimce a” existuje v roviné 't pfimka plochy ® a s ni rovnobézna. Pfimky jednoho
regulu jsou vzajemné mimobé&zné, je tedy a Il a” Il 'n. Ke kazdé piimce jednoho regulu existuje pfimka
druhého regulu s ni rovnobézna. Plati véta:

Véta:V rozSifeném Eukleidovském prostoru se na (rotacnim) jednodilném hyperboloidu @
kazdé dveé pfimky raznych regulli protinaji.

Dukaz: Necht a, p jsou pfimky raznych regulti plochy ®. Pfimkou a prolozime promitaci
rovinu T, T je te€na rovina, protina ® v pfimkach a, n rliznych regult. Pokud pfimka p lezi v 1, pak n=p
a pfimky a, p se protinaji. Pokud pfimka p nelezi v t, musi 1 protinat v bodé R (vlastnim nebo



nevlastnim). R patfi roviné T a sougasné plose ®, je tedy &asti fezu plochy ® rovinou 1. Rezem je
kuzelosecka, tvofi ji pfimky a, n. R musi lezet na jedné z téchto pfimek (kdyby nelezel, fez by tvofily
dvé pfimky + dalSi bod, coz neni kuzeloseCka). R patfi pfimce p, ta je Il. regulu, pfimky stejného
regulu jsou mimobézné, musi proto R leZet na a a je tedy prisecikem pfimek a, p. c.b.d.

Je-li T libovolny bod plochy vzdy jej mizeme kolem o otocit do roviny rovnobézné s narysnou
na hlavni meridian do bodu °T. V tomto bodé je te¢na rovina °t kolma k pramétné, jeji primét splyva s
teCnou °t hlavniho meridianu v bodé °T. °t protina ® v pfimkach °a, °p rlznych regull, jejich
prasecikem je bod °T. Otodime-li vée zpét do bodu T, piejde pfimka a do pfimky a, pfimka °%p do
pfimky p, dostavame vétu:

Véta: Kazdym bodem T jednodilného (rotacniho) hyperboloidu prochazi dvé pfimky raznych
reguld. Tyto pfimky tvofi te€nou rovinu Tv bodé T a jsou souCasné fezem plochy rovinou 1. Te¢né
roviny bodd téZe pfimky p vytvareji svazek rovin o ose p.

Véta plati opét v rozSifeném Eukleidovském prostoru, v nevlastnich bodech A~ je te€na rovina
a ur€ena dvéma rovnobéznymi pfimkami a, n rlznych regulll. Protoze se ® a Q dotykaji podél
nevlastni kuzelosec&ky I”, maji v bodé A” spole€nou te€nou rovinu a, ktera se Q dotyka podél pfimky a
“rovnobézné s a, n. Rovina a (te€¢na rovina v nevlastnim bodé) se nazyva asymptoticka rovina.

Prvnim obrysem plochy je hrdelni kruznice (vznika rotaci vrcholl hyperboly), pudorysem je
mnozina vnéjsich bodu hrdelni kruznice. Druhym obrysem je hyperbola, narys vnitfni body hyperboly.

Sestrojime hlavni meridian m rotacniho jednodilného hyperboloidu v Mongeové projekci s
osou kolmou k T, ktery vznikne rotaci pfimky a kolem osy o. Ur€ime bod R pfimky a, ktery je nejblize
ose, pudorys bodu R je pata kolmice sestrojené z os na a;. Bod R opisuje hrdlo h, narys hrdla protina
narys osy v naryse stfedu O hyperboly m. Bodem O vedeme pfimku a” rovnobéznou s a, jeji rotaci
vznikne asymptoticka kuzelova plocha, jejim druhym obrysem jsou pfimky u, v, jsou to asymptoty
hyperboly m. Body hrdla h lezici v roviné hlavniho meridianu jsou vrcholy hyperboly m, m je
dostate¢né ur€ena.



m=uz=v,

Rezy rotaénich kvadrik

Rez roviny p s rotacni kvadrikou ® je kuZelosetka q. V pfipadé te¢né roviny se jedna o
kuzelosecku singularni, nema-li rovina s kvadrikou spole¢né body je to prazdna mnozina, ostatni fezy
jsou kuzeloseCky regularni. Rota¢ni kvadrika je soumérna podle kazdé roviny prochazejici osou,
rovina je soumérna podle kazdé roviny k ni kolmé, tj. fez je soumérny podle roviny A prochazejici osou
rotace a kolmé k roviné fezu p. Prusecnice s roviny A a p je tedy osa soumérnosti fezu, tj. osa
kuzZeloseCky q. OznaCme u” nevlastni pfimku roviny p, a I’ fez kvadriky ® nevlastni rovinou w”, tj.
nevlastni kuzelosecka kvadriky. Praseciky u”a I” jsou nevlastni body fezu q.

Rotacni elipsoidy

I je prazdna mnozina, proto fez g neobsahuje nevlastni body, fezem je kuzeloseCka typu
elipsa. Podle polohy roviny vzhledem k elipsoidu pak je fezem bud prazdna mnozina, jednobodova
mnozina (te€na rovina) nebo elipsa. Konstrukce fezu je obdobna jako pro obecné rotacni plochy.
Nejprve sestrojime osu elipsy q fezu, lezi v roviné A prochazejici osou kolmo k p, ur€ime prusecnici s
rovin p a A. V A lezi meridian n rotac¢ni kvadriky, oto¢ime rovinu A kolem osy o roviny g rovnobézné s
narysnou, v otoCeni uréime priseciky C, D pfimky s a meridianu n. Osa kvadriky je kolma k T,
pudorys fezu je tedy soumérny podle A1, C:D; je osou elipsy q+. Rovina A je rovinou soumérnosti,



proto pudorysy te€en fezu v bodech C, D jsou kolmé k A a narysy jsou rovnobézné se zakladnici.
Druha osa lezi na pfimce p kolmé k s (tedy na hlavni pfimce |. osnovy roviny p). Uréime rovinu a
prochazejici pfimkou p rovnobézné s 1. a protne kvadriku v rovnobézce a, spolecné body a a p jsou
dalSi vrcholy elipsy q. V pldoryse je q; zadana osami, v naryse je q. zadana sdruzenymi prdmeéry.
Ur¢ime jeSté body na obrysech, v nichz se méni viditelnost fezu. V pudoryse je obrysem rovnik,
rovnikem proloZime rovinu 3, ta protne rovinu p v hlavni pfimce, spole¢né body této pfimky a rovniku
patfi fezu, méni se v nich viditelnost fezu v pldoryse. Druhy obrys lezi v roviné p, rovina p protne
rovinu fezu v hlavni pfimce ”"h° druhé osnovy, "h° protne hlavni meridian v bodech, v nichz se v naryse
méni viditelnost.

Rotacni paraboloid

Rotaéni paraboloid se v nevlastnim bodé O~ dotyka nevlastni roviny w”. Typ fezu zavisi na
poloze roviny p a bodu O”. Neobsahuje-li rovina p bod O~, tj. neni rovhobé&Zna s osou, je fezem
kuzelosecka typu elipsa. Opét podle polohy roviny a kvadriky je to bud prazdna mnozina, jednobodova
mnozina (te¢na rovina) nebo elipsa. Obsahuje-li rovina p bod O, {j. p je rovnobézna s osou je Fezem



kuzeloseCka typu parabola. Rotacni paraboloid je bodova kvadrika (tj. neobsahuje pfimky), proto je
fezem parabola.

Pro fezy na paraboloidu odvodime dvé véty, nejprve pro elipticky fez. Necht je dan rotacni
paraboloid, F je jeho ohnisko, ¢ fidici rovina, o osa. Zvolme bod R elipsy q fezu a sestrojme Ry,
pravouhly primét bodu R do ¢. Z definice rotaniho paraboloidu jako mnoziny bodu vime, Ze plati
IRFI=IR4RI. Sestrojme kulovou plochu k se stfedem R a polomé&rem IRFI. Tato kulova plocha se roviny
¢ dotyka v bodé R; a prochazi bodem G soumérné sdruzenym s bodem F podle roviny p. (Rleziv p a
p je tak prlmérova rovina kulové plochy k.) Oznaéme M prisecik pfimky FG a roviny ¢. Mocnost
bodu M ke kulové plose je dana vztahem pu=IMFLIMGI=IMR;F. Ale IMFI.IMGI je konstanta, nezavisi na
volbé bodu R, proto i IMRsl je konstanta. Odvodili jsme:

Véta: Pravouhly pramét eliptického fezu rotaéniho paraboloidu do roviny kolmé k ose rotace je
kruzZnice.

Konstrukce eliptického fezu. Nejprve sestrojime body C, D fezu q v roviné soumérnosti A,
stejné jako u elipsoidu je uréime otoGenim A do roviny p rovnobézné s narysnou. Pudorys fezu je
kruznice gs nad primérem C;D;. Z pudorysu ur€ime krajni body priiméru kolmého k CD, v naryse je
g2 dano sdruzenymi priiméry. Bod na druhém obryse je prisecik hlavni pfimky druhé osnovy roviny p
lezici v roviné p s hlavnim meridianem.



Pro dal$i odvozovani potfebujeme pfipomenout vétu z projektivni geometrie.

Véta: Kazdé dvé rizné kuzeloseCky kvadriky lezi na dvou kuzelovych plochach. Spojnice
vrchol(l téchto kuzelovych ploch je polarné sdruzena s prasecnici rovin danych kuzelosecek.

Nyni méjme roviny 'p, p rovnobé&zné s osou kolmé k narysné. Tyto roviny protinaji paraboloid
v parabolach 'p, ?p, ob& paraboly obsahuji bod O°. Tyto dvé paraboly lezi na dvou kuzZelovych
plochéach, spojnice jejich vrcholu je polarné sdruzena s nevlastni pfimkou u” v niz se protinaji roviny 'p
, 2p. Pfimka u” prochazi bodem O~, je to tedy te€na rota¢niho paraboloidu, proto jsou vrcholy obou
kuzelovych ploch nevlastni, tj. jsou to plochy valcové. Obé paraboly lezi na téchto valcovych plochach,
jsou to shodné paraboly. Oto¢enim kolem o mizZzeme kazdou rovinu rovnobéZnou s osou oto¢it do
polohy kolmé k narysné, odvodili jsme vétu:

Véta: VSechny paraboly na rotaénim paraboloidu jsou shodné kfivky.

Pladorysem parabolického fezu je usecka, uréime vrchol paraboly, lezi v roviné soumeérnosti A.
Ta protina p ve spadové pfimce s, ktera je kolma k 1, a paraboloid v meridianu n. V oto€eni uréime
spoleCny bod n a s. Dale mGzeme napf. urCit praseCiky rovnobézky paraboloidu lezici v 1 s
pudorysnou stopou roviny p. Bod druhého obrysu opét pomoci hlavni pfimky druhé osnovy lezici v
roviné p.
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Rotac¢ni hyperboloidy

Rotacéni hyperboloid ® se dotyka asymptotické kuzelové plochy Q podél nevlastni regularni
kuzelosecky I”. Nevlastni body fezl ploch @ a Q rovinou p jsou spole¢né, rovina p protina obé plochy
v homotetickych kuzeloseckach q, q”. Pokud pfimka u” roviny p neni te€¢nou kuzelosecky I”, je pdl této
pfimky vzhledem ke q i q° stfedem téchto kuZeloselek a kuzZeloseCky q i q" jsou soustfedné. Podle
polohy pfimky u” a kuzeloseCky I” existuji na hyperboloidech fezy vSech tfi typu, typ elipsa (u”a I
nemaji spole¢né body), typ parabola (u” je te€na I’ ), typ hyperbola ( u” a I" se protinaji ve dvou
raznych bodech).

Rotacni dvojdilny hyperboloid

Je-li Ffezem kuzelosecka typu elipsa, obsahuje rovina p’ rovnobé&zna s rovinou p a prochazejici
stfedem O hyperboloidu, pouze tento bod. Rovina p pak bud neprotina hyperboloid, nebo je te¢na (ma
s hyperboloidem spoleény pouze bod dotyku), nebo jej protina v elipse. Je-li fezem kuzelosecka typu
parabola, rovina p° se dotyka asymptotické kuzelové plochy Q podél jeji povrSky a rovina p (i p)
protina hyperboloid v parabole (dvojdilny hyperboloid neobsahuje pfimky). Je-li fezem kuzelosecka
typu hyperbola, rovina p” protina Q ve dvojici riznobézek. Dvojdilny hyperboloid neobsahuje pfimky
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rovina p (i p° ) jej protina v hyperbole. Konstrukce fezu je podobna jako pro elipsoidy. Sestrojime
napfiklad hyperbolicky fez. Nejprve u€ime body v roviné soumérnosti A, A protind p ve spadové
pfimce s prvni osnovy, hyperboloid v meridianu n (hyperbola). Oto¢ime rovinu A do roviny p
rovnobézné s narysnou, v otoCeni uréime spole¢né body A, B spadové pfimky s a meridianu n. Stfed
S UsecCky AB je stfed kuzelosecky q fezu, AB je hlavni osa q. V pudoryse je A;B; hlavni osa, v naryse
je A:B. primér hyperboly g. Rovina p° prochazejici stfedem O hyperboloidu protind asymptotickou
kuzelovou plochu ve dvojici riznobézek u’, v’, tyto pfimky obsahuji nevlastni body fezu, {j. jsou to
pfimky rovnobézné s asymptotami hyperboly q. Body na druhém obryse jsou pruseciky hlavni pfimky
h druhé osnovy roviny p leZici v u s hlavnim meridianem m. Hyperbola q je body A, B a asymptotami
ur¢ena, mizeme jesté napf. urcit praseciky pudorysné stopy roviny p s rovnobézkou lezici v 1t nebo
ziskat dalSi body hyperboly k jako u obecnych rotaénich ploch. Vedeme rovinu a rovnob&zky a a
uré¢ime prasecnici rovin p a a. Spole¢né body této prisecnice a rovnobézky a jsou body fezu.
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Rotaéni jednodilny hyperboloid
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Rotaéni jednodilny hyperboloid ® je pfimkova plocha, fez rovinou p je mnozina prisecikd
pfimek plochy s rovinou p, nenastane tedy pfipad, Ze by fezem byla prazdna nebo jednobodova
mnozina. Jestlize pfimka u” a kuZeloseCka I” nemaji spoleCné body (tj. rovina p” rovnobé&zna s p
prochazejici sttedem O hyperboloidu ma s asymptotickou kuzelovou plochou Q spole¢ny pouze bod
0), rovina p (i p°) protina hyperboloid v elipse. Jestlize je fezem kuzelosecka typu parabola, rovina p’
se plochy Q dotyka podél povrsky a”. Rovina p bud obsahuje pfimku a (a Il a’) plochy ® a pak
obsahuje jesté dalSi pfimku n plochy @ s ni rovnobéznou a je to tedy asymptoticka rovina, nebo
neobsahuje pfimku plochy ® a fezem je parabola. Podobné pro fez typu hyperbola (p” protina Q ve
dvojici rdznobézek), obsahuje-li p pfimku a plochy ®, pak obsahuje i pfimku n plochy ® s ni
raznobéznou, p je te€na rovina a pruseCik T pfimek a, n je jeji bod dotyku. Pokud p neobsahuje
pfimku plochy, je fezem hyperbola. Postup konstrukce je podobny jako u ostatnich kvadrik. Sestrojime
napriklad asymptotickou rovinu a pfimky a plochy @®. Pfimka a lezi na hyperboloidu, jeji pldorys a;s se
dotyka hrdla h; v bodé A; a jeji narys a. se dotyka narysu hlavniho meridianu m. v bodé C..
Asymptoticka rovina a se dotyka asymptotické kuzelové plochy Q podél a” rovnobézné s a. Rovina a
obsahuje jesté pfimku n druhého regulu plochy ® rovnobéznou s pfimkou a. Padorys pfimky pfimky
n; se opét musi dotykat hs a narys n; se dotyka m..
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Pruseciky primky s rotacni kvadrikou

Priseciky pfimky s rotacni kvadrikou mazeme urcit tfemi zplsoby, volime je podle typu
kvadriky a podle polohy pfimky vzhledem ke kvadrice.

Priseciky primky s rotaénim elipsoidem

a) Pfimkou prolozime rovinu p (nejlépe kolmou k nékteré primétne€), sestrojime fez q a
ur¢ime spole¢né body X, Y fezu g a pfimky p . Rezem je elipsa, ur€ujeme praseciky pfimky s elipsou,
konstrukce muze byt dost nepfesna, volime radéji jiné zplsoby konstrukce priseciku.

b) Prolozime-li pfimkou p rovinu p kolmou k narysné, protne elipsoid v elipse q. Na elipsoidu
lezi rovnik r v roviné a. Kruznice r a elipsa q jsou kuzeloseCky lezici na dvou kuzelovych plochach s
vrcholy V, W. KuzeloseCky q a r jsou soumérné podle roviny p hlavniho meridianu, tj. body V, W lezi v
M, Uréime jednu z kuzelovych ploch, napfiklad s vrcholem V. Pak elipse q odpovida v prostorové
kolineaci se stfedem V kruznice r, sestrojime v této kolineaci obraz p” pfimky p, p~ lezi v roviné a.
Zvolime na p bod M a ur¢ime jeho obraz M", zvolme napfiklad bod M, jehoz narys M. je prisecCikem
hlavniho meridianu m; a narysu p. pfimky p. (Bod M neni bodem kuzelose¢ky q!) M"lezi v a a na
pfimce MV. Bod Q pfimky p lezici v a je samodruzny. Prostorova kolineace zachovava incidenci bod
a primek, ur¢ime priseciky X’, Y~ kruznice r a pfimky p” a sestrojime v prostorové kolineaci se
stfedem V jejich obrazy X, Y lezici na p. X, Y jsou priseciky pfimky p s elipsoidem. Tato konstrukce je
presnéjSi nez konstrukce Fezu, pfi konstrukci praseciki pfimky s rotacnim elipsoidem se pouziva
nejCastéji.
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c) Pfimkou p opét prolozime rovinu p kolmou k v, ktera protne elipsoid v kuZelosecce q.
Oznaéme A vrchol elipsoidu. Pravouhly primét elipsy q z bodu A do 1t je kruznice q”". Pfimku p
promitneme z bodu A také do 1ta uré¢ime priiseciky p“a q”a z bodu A je promitneme zpét na pfimku

p. Tato konstrukce je rovnéz presnéjsi nez prvni zplsob, ovsem Casto se kruznice g~ nevejde na
nakresnu.
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Priseciky primky s rotacénim paraboloidem

Pfi sestrojovani prusecikl pfimky s rotacnim paraboloidem vyuzijeme véty, Ze do roviny kolmé
k ose se elipticky fez promitne jako kruznice. Pfimkou p prolozime rovinu kolmou k 1, sestrojime
pudorys qs fezu g a v pudoryse uréime pruseciky ps s kruznici qs.

Praseciky primky s rotaénimi hyperboloidy

Praseciky pfimky s rotaénimi hyperboloidu se v pfipadé obou hyperboloidd konstruuji stejné
jako u rotacnich elipsoidd. NejCastéji se vyuziva druhého zplsobu (ij. prostorové kolineace). U
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jednodilného hyperboloidu muze nastat pfipad, kdy narys pfimky neprotina hlavni meridian
hyperboloidu, tehdy nelze uzit tento zplsob a pouziva se konstrukce fezu vhodnou rovinou, tedy prvni
zpusob.

Tecné roviny prochazejici danou primkou, pruaniky rotacnich
kvadrik

Teéné roviny prochazejici danou primkou

Konstrukci te€nych rovin rotaéni bodové kvadriky (rotacni elipsoidy, rotacni paraboloid a
rotacni dvojdilny hyperboloid) prochazejici danou pfimkou muizeme sestrojit dvéma zplsoby. Na
pfimce p zvolime vhodny bod V, z néj kvadrice opiSeme dotykovou kuzelovou plochu Q, ta se kvadriky
@ dotyka podél kuzelosecky k lezici v roviné p, p je polarni rovina bodu V vzhledem ke kvadrice .
Te&né roviny kuzelové plochy Q prochazejici pfimkou p jsou hledané tecné roviny. Body dotyku jsou
body dotyku te€en kuzeloseCky k sestrojenych z prise€iku R pfimky p a roviny p. Jiny postup: K
pfimce p sestrojime pfimku q polarné sdruZenou s pfimkou p vzhledem ke kvadrice ®. Urcime
prusecCiky X, Y pfimky g s kvadrikou ®. Body X, Y jsou body dotyku te€nych rovin prochazejicich
pfimkou p. Pro vySe uvedené kvadriky prochazi pfimkou p dvé riizné tecné roviny, jestlize pfimka p
nema s kvadrikou zadny spole¢ny bod. (Pfimka q polarné sdruzena s p protina ® ve dvou rliznych
bodech). Jestlize se p dotyka bodové kvadriky v bodé T, pfimka g polarné sdruzena s p vzhledem k @
prochazi také bodem T, existuje jedind te€na rovina prochéazejici pfimkou p, jeji bod dotyku je T.
Protina-li pfimka p bodovou kvadriku ve dvou riznych bodech neexistuje te€na rovina prochazejici
pfimkou p.

Sestrojime te¢né roviny rotaéniho elipsoidu a rotaéniho dvojdilného hyperboloidu obé&ma
zpusoby. Pro rotacni elipsoid zvolime na pfimce p bod V lezici v roviné p hlavniho meridianu m.
Kvadrika ® i opsana kuzelova plocha Q z bodu V je soumérna podle roviny J, polarni rovina p bodu V
vzhledem k @ je tedy kolma k U a jejim narysem je spojnice bodl dotyku m; sestrojenych z V.. Rovina
p protina kvadriku v kuzeloseéce k, pfimka p protina rovinu p v bodé R. Uréime body dotyku 'T, *T
teGen 't, %t vedenych z bodu R ke kuzeloseéce k. (Konstrukce je podobna jako pfi urGovani prasediki
pfimky s kvadrikou, hledame tecnu.) KuZeloseCka k i rovnik r lezi na dvou kuZelovych plochach,
oznacme W vrchol jedné z nich. KuzeloseCky k, r jsou soumérné podle u, W lezi tedy v p. Narys W,
lezi na ordinale bodu V, ktera je polarou priseciku Usecek r,, k, vzhledem k m,. Kuzelosecku k
promitneme do rovniku z bodu W, bod R se zobrazi do bodu R’, sestrojime te¢ny 't’, %" kruznice r s
body dotyku 'T", 2T". Body 'T", ?T" promitneme zpét z bodu W do bodt 'T, 2T. Teéna rovina 't (*1) je
urena pfimkou p a bodem T (7).
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Tecné roviny rota¢niho dvojdilného hyperboloidu ® prochazejici pfimkou p sestrojime druhym
zpusobem, sestrojime pfimku g polarné sdruzenou s pfimkou p vzhledem k ®. Pfimku q urime jako
prisecnici polarnich rovin dvou vhodné zvolenych bod( pfimky p. Zvolme na p bod V lezZici v roviné u
hlavniho meridianu m. Jeho polarni rovina p vzhledem k @ je kolma k narysné, proto q.=p. je spojnice
bodl dotyku m; sestrojenych z V.. Dale zvolme bod W lezZici v roviné a rovnobézné s 1t a prochazejici
stfedem O kvadriky. Oznaéme ¢ polarni rovinu bodu W vzhledem k ®. Dotykova kuzelova plocha
kvadriky opsana z W je soumérna podle a a tedy kolma k a, takZe bude g:=q,. Déle polarni rovina o
bodu W je kolma na rovinu y=(oW) (Body O, W lezi v roviné a.) Rovinu y oto¢ime kolem o do y,y
protina kvadriku ® v meridianu g a rovinu o v polafe I bodu W vzhledem ke kuZelosecéce g. V otoCeni
uréime ‘I (I je kolma k 1), 0 a y jsou kolmé, proto g:=qy je kolma na y; a prochazi I;. Pfimku g nyni
mame uréenou narysem i padorysem, znamou konstrukci uréime pruseciky X, Y pfimky q s kvadrikou
®. (Vyuzijeme napfiklad toho, Ze rovina 1 protne kvadriku v kruznici k*, pfimka q v kuZeloselce Kk,
kuzelosecky k a k” lezi na dvou kuZelovych plochach a pomoci prostorové kolineace uréime priseciky
X, Y.) Hledané te¢né roviny jsou uréeny pfimkou p a bodem X resp. Y.
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Nyni uréime te¢né roviny jednodilného rotaéniho hyperboloidu ® prochazejici vlastni pfimkou
p- Nejprve predpokladejme, Ze pfimka p nema s @ Zadny spole¢ny bod (vlastni ani nevlastni.).
Predpokladejme, Ze 1 je te€na rovina plochy ® prochazejici pfimkou p. Pak tato rovina protina @ ve
dvojici riznobézek a, n riznych regull. Ovéem v T lezZi i p, a protoZze p nema zadny spole¢ny bod s &,
tak neprotina ani a ani n, coz je spor s tim, Ze a, n, p lezi v jedné roviné. Tedy pfimkou p, ktera nema
s jednodilnym (rotacnim) hyperboloidem zadny spole¢ny bod neprochazi zadna te¢na rovina.

Necht pfimka p protina ® ve dvou riznych bodech X, Y (vlastnich nebo nevlastnich). Je-li
jeden z bodl X, Y nevlastni, je pfimka p rovnobézna s nékterou povrskou. Bodem X prochazi pfimky
a, n rlznych regult plochy ®, bodem Y prochazi pfimky b, g riznych reguld. Pfimky a, q se protinaji v
bodé R, tvofi rovinu 't, ktera obsahuje i pfimku p, je to tedy te¢na rovina plochy ® obsahujici pfimku
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p. Podobné Q je prisecikem piimek b, n, které uréuji rovinu 2t rliznou od 't obsahujici pfimku p, je to
rovnéz te¢na rovina prochazejici pfimkou p. Pfimkou p tedy prochazi dvé rlizné teéné roviny plochy ®

Jestlize se pfimka p dotyka @ v jednom bodé T (vlastnim nebo nevlastnim), ale cela nelezi na
@, pak p lezi v te€né roviné T plochy, ktera se plochy ® dotyka v bodé T, dalSi te€né roviny neexistuiji.
Je-li T nevlastni bod, je T asymptoticka rovina.

Pro vS8echny rotacni kvadriky mizeme také sestrojovat tecné roviny rovnobézné s danou
rovinou, sestrojujeme je jako te€né roviny prochazejici pfimkou p~.

Pruniky rotacnich kvadrik

Mé&jme dany dvé rotaéni kvadriky '@, 2®. Kazda rovina p je protina v kuzeloseckach 'k, 2k, tyto
kuzeloseCky se protinaji obecné ve 4 bodech, prinikova kfivka k je ctvrtého stupné (kvartika).
Dotykaji-li se kvadriky ve dvou bodech, pak jsou tyto body dvojnasobné a prlinikova kfivka se rozpada
na dvé kuzelosecky. Dotykaji-li se kvadriky téZze kulové plochy i podél rlznych kruznic), rozpada se
prinik na dvé kuzelosecky. Obecné je pravouhlym pramétem prinikové kFivky rovinna kvartika, lezi-li
osy obou kvadrik v jedné roviné A, pak jsou obé plochy i prianikova kfivka soumérné podle roviny A.
Dva body soumérné podle A se do A pravouhle promitaji do jednoho bodu, pravouhlym priimétem k-
prinikové kfivky k do roviny A je kuZelosecka nebo jeji ¢ast. Plati véta:

Véta: Necht '®, 20 jsou dvé rotacni kvadriky s osami "o, 2o lezicimi v roviné A. Jsou-li "o, %o
rdznobézné, pak je pravouhlym primétem k; priinikové kfivky k do A ¢ast kuzelosecky typu hyperbola
(elipsa), jestlize nenastane pfipad, Ze pravé jedna z kvadrik je rotaéni zplostély elipsoid (jestlize pravé
jedna z kvadrik je rotaéni zplostély elipsoid). Jsou-li Yo, 20 rovnobé&zné, pak je k, ¢ast kuzelosecky typu
parabola.

Uvedena véta plati pro vSechny rotaéni kvadriky, tedy i pro rotaéni plochy valcové, kuzelové a
plochu kulovou. Navic za osu kulové plochy vzdy muzeme zvolit pfimku, ktera prochazi stfedem a je
rovnobé&znda s osou druhé kvadriky.

Dukaz: Pro kuzelosecku k, budeme uvazovat i tzv. parazitni ¢asti, tj. ty, které nelezi na zadné
z kvadrik. Nejprve predpokladejme, Ze nenastane pfipad, Ze pravé jedna z kvadrik je rotaéni zplostély
elipsoid. Zvolme osy "o, 20 v nakresné a uvazujme plochy '®°, 20" homotetické s '®, 20, které se
dotykaji téZe kulové plochy. Pranikova kfivka ploch '®°, 2®” se rozpada na dvé kuZelosecky u, v lezici
v rovinach p, . Uvazujme rovinu 'p rovnobé&Znou s rovinou p. Rovina 'p protina plochy '®°, 2®" v
kuzeloseckach "u’, 2u’, jejich spoleéné body patfi prinikové kfivce ploch '®", 2®°. Kuzelosecky u, 'u’,
2u” lezi v rovnobéznych rovinach, jsou homotetické, protinaji se ve dvou vlastnich a dvou nevlastnich
bodech. Nevlastni body se promitaji do bodu N~, parazitni ¢asti pravouhlého prdmétu praniku a viastni
body "M, 2M se promitaji do bodu M. na v.. Rovina a rovnobézna s p protina kvadriky '®, 2® v
kuzeloseckach "u, 2u homotetickych s u, tj. jejich pravouhlé priméty prochazi N°.. Kuzeloseéky 'u, 2u
se protinaji v bodech prlinikové kfivky k ploch '®, 2®. Pfimka a, protina k. v jednom nevlastnim a v
jednom vlastnim bodé&. Podobné pro roviny rovhob&zné s rovinou o, dostavame druhy nevlastni bod
primétl kuzelosecek lezicich v rovinach rovnobéznych se o. Tedy pfimky rovnobézné s p, resp. o
protinaji k; v jednom vlastnim a v jednom nevlastnim bodé&, proto k. je Casti kuZeloseCky typu
hyperbola, p2, 02 udavaji jeji sméry asymptot.

22



Zplostélému elipsoidu Ize kulovou plochu pouze opsat. Pokud feSime pranik dvou zplostélych
elipsoidu postupujeme podobné jako v pfedchozim pfipadé, jedné kulové ploSe vepiSeme homotetické
kvadriky s dostaneme, Ze k; je opét ¢asti kuZeloseCky typu hyperbola. Pokud je pravé jedna z kvadrik
zplostély elipsoid, sestrojime homotetické kvadriky '®°, 2@ tak, Ze jedna je kulové ploSe opsana a
druha vepsana. Neexistuji roviny, které by obé& plochy '®°, 2d° protinaly v homotetickych
kuzeloseckach a podle pfedchoziho tedy neexistuji nevlastni body kuzelosecky, na které lezi primét
k; prunikové kfivky k. k: je tedy Casti kuzelosecky typu elipsa.
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Jestlize osy "o, 20 jsou rovnobézné, pak roviny p kolmé k osam protinaji plochy '®, ?® v
kruznicich, které jsou homotetické kuzelosecky. Podle prvni ¢asti dikazu lezi v roviné A na kolmicich k
osam jeden vlastni a jeden nevlastni bod kuZelosec€ky, na které lezi k.. Zadné jiné roviny neprotinaji
obé plochy v homotetickych kuZeloseckach, k: je tedy Easti kuZelose€ky typu parabola.

Sestrojime prunik rotaéniho jednodilného hyperboloidu a rotaéniho protahlého elipsoidu s
riznobéznymi osami lezicimi v narysné. Prlnikova kfivka se ses troji podobné jako v pfFipadé
obecnych rota¢nich ploch. Osy rota¢nich kvadrik lezi v nakresné, proto prinikové kfivce patfi
spole¢né body hlavnich meridiant. Pro konstrukci obecnych bodd volime pomocné kulové plochy se
stfedem v prlseciku R os kvadrik. Kulova plocha k protne jednu kvadriku v rovnobézkach a, b, druhou
v rovnobézkach ¢, d, spole¢né body A, C, B, D kruznic patfi pranikové kfivce k. Narysem k; je ¢ast
hyperboly, pro kterou jsme ziskali vepsany rovnobéznik A.B.C.D,, (body A, D, patfi parazitni Casti
kfivky kz) stfed tohoto rovnobéznika je stfedem hyperboly. OpiSeme-li nékteré kulové ploSe
homotetické kvadriky (v tomto pfipadé rotacni plochu kuzelovou, ktera vznikne rotaci pfimek
rovnobéznymi s asymptotami tvofici hyperboly a rotaéni elipsoid, ktery vznikne rotaci homotetické
elipsy), ziskame sméry asymptot kfivky k.. k: je tak dostate¢né urcena.
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Priinikem rotaéniho zplostélého elipsoidu a rotaéniho paraboloidu s riznobé&znymi osami
lezicimi v narysné je kfivka, jejimZz narysem je cast elipsy. Sestrojime dostate¢ny pocet bodl
(pfipadné tecen) této elipsy. Ke konstrukci bodd pouzijeme stejnou metodu jako v pfipadé obecnych
rotacnich ploch. Volime pomocné plochy kulové kK se stfedem R v priseciku os rotac¢nich ploch. Tyto
kulové plochy maiji s rotacnimi kvadrikami spolecné rovnobézkové kruznice a, b, priseciky téchto
kruznic patfi prinikové kfivce. (V bodech prinikové kfivky Ize také sestrojit te€ny pranikové kfivky,
jako kolmice ke stopé normalové roviny. Vrcholy normalovych kuZelovych ploch pfislusnych k
rovnobézkam a, b lezi na stopé normalové roviny.) Prinikové kfivce k patfi i spole¢né body hlavnich
meridiana. Uréime alespon 5 prvkl (body, te€ny &i te€ny s body dotyku), elipsa jejiz je k. Casti je péti
prvky dostate€¢né uréena a lze ji sestrojit.
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Pranik rota¢niho jednodilného hyperboloidu a rotacniho dvojdilného hyperboloidu s
rovnobé&Zznymi osami lezicimi v narysné se opét sestroji podobné jako v pfipadé obecnych rotacnich
ploch. Volime pomocné roviny kolmé k osam kvadrik. Ty protnou kvadriky v rovnobézkovych
kruznicich a jejich spole€né body patfi pranikové kfivce k. Narys k; je Casti paraboly, uréime ji

dostate¢nym pocétem prvka (napf. péti body).
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Jsou-li osy kvadrik mimobézné, volime pomocné roviny tak, aby konstrukce bodu priinikové
kfivka byla co nejjednodu$si. Podle zadani se snaZzime sestrojit homotetické kvadriky '®°, 2®" a najit
roviny, které je protinaji v kuzeloseckach u, v. Hledame pak povrsky valcovych ploch, na kterych lezi
napfiklad u a néktera rovnobézka plochy (rovnik, hrdlo). Tyto povrsky udavaji smér, ve kterém se u do
roviny kolmeé k ose promitne jako kruznice. Takovy smér najdeme i pro v a v roviné kolmé k ose pak
body pruniku uréujeme v primétu jako pruseciky kruznic.
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Rovnobézné osvétleni rotacnich kvadrik, zobrazeni rotacni
kvadrik v riznych projekcich

Rovnobézné osvétleni je zadano nevlastnim stfedem S osvétleni. Mez p vlastniho stinu
kvadriky @ je mnozina bodd dotyku te€en kvadriky ® prochazejicich stfedem S~ osvétleni, tj. dotykova
kfivka svételné kuzelové plochy Q (s vrcholem S~) opsané kvadrice ®. Mez p vlastniho stinu je tedy
fezem kvadriky @ polarni rovinou p bodu S” vzhledem ke kvadrice @, p je kuzelosecka. Pro stfedovou
kvadriku pak plati, Ze stfed O kvadriky ® lezi v roviné p, tj. O je také stfedem kuzZelose¢ky p, pro
nestfedovou musi O lezet v p. Oznaéme A svételnou rovinu prochazejici osou o rota¢ni kvadriky ®. A
protina plochu ® ve svételném meridianu, podle A je soumérna rotacni kvadrika i dotykova svételna
kuzelova plocha, j. podle A je soumérna mez p vlastniho stinu. Oznacime-li g prisecnici rovin p a A,
pak na g lezi osa kuzelosecky p, priseciky pfimky g s kvadrikou ® jsou vrcholy kuzelosecCky p.
Osvétlujeme-li ¢ast kvadriky ohrani¢enou kruznici k plochy, pak k vrha stin k* na ®. k* je mnozina
bodl A* takovych, Ze A je bod kruznice k, A*lezi na ® a pfimka AA"* prochazi bodem S~. Vylu¢ujeme
pouze pfipad, kdy AA* je rovnobézna s pfimkou plochy ® a tedy A* je nevlastni. Kfivka k* patfi priniku
rotacni kvadriky ® a svételné kuzelové plochy W (s vrcholem S*) prochazejici kruznici k. Plochy Q a ®
(obé jsou kvadriky, Q je vlastné kruhova valcova plocha) obsahuiji kruznici k, jejich prinik se rozpada
na dvé kfivky k, k* druhého stupné, kfivky k, k* lezi na kruhové valcové plose Q, a kfivka k* je pak
elipsa pfip. kruznice. Oznaéme & rovinu kfivky k*. Zvolme kvadriku @ s osou v v a smér osvétleni dany
bodem S” rovnobézny s v. V naryse k. a k;* jsou Usecky, jejichz krajni body lezi na naryse m;
hlavniho meridianu m a jsou vrcholy Uplného ¢&tyfrohu vepsaného kuzeloseéce m; s diagonalnim
bodem S;". Z vlastnosti Uplného &tyfrohu vepsaného kuzelosecce plyne, ze jeho diagonala g, proté;si
diagonalnimu bodu S;” (spojuje zbyvajici diagonalni body, jeden z nich je prisecik &, a a., a je rovina
kruznice k) je polarou bodu S;" vzhledem k m,. Polarni rovina p bodu S” vzhledem ke kvadrice ® je
kolma k v, pfimka q lezi v p, tedy q.=p.. Z pfedchazejicich uvah plyne, Ze roviny a, p a &) prochazi
jednou pfimkou ¢, c. je prUsecik pfimek a, & a p.. JelikoZ jsme neuvazovali konkrétni kvadriku,
muazeme psat:

Véta: Necht k je kruznice rotaéni kvadriky @ lezici v roviné a (kolmé k ose 0) a necht p je
rovina meze p vlastniho stinu této kvadriky v osvétleni dani sttedem S~. Pak rovina § vrzeného stinu
k* kruznice k na plochu @ prochazi prisecnici ¢ rovin a a p. Kuzelosec¢ky k a k* lezi na téze kruhové
valcoveé ploSe a proto si odpovidaji v prostorové afinité o ose c, jejiz smér je dan bodem S~.
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Mez vlastniho stinu na rotacnim elipsoidu je vzdy elipsa, rovina p meze vlastniho stinu
obsahuje stfed elipsoidu a proto jej vZdy protina v elipse. Pro rotaéni paraboloid mame dva pfipady.
Bod S~ je rlizny od bodu O~ paraboloidu, tj. smér s osvétleni neni rovnobézny s osou rota¢niho
paraboloidu. Pak rovina p, ktera je polarni rovinou bodu S* prochazi bodem O~, tedy je rovnobézna s
osou paraboloidu a protne paraboloid v parabole. Mezi vlastniho stinu je v tomto pfipadé parabola.
Jestlize stfed S” osvétleni splyne s bodem O~ paraboloidu (s je rovhobézné s o), pak je polarni rovina
bodu S~ nevlastni a mez vlastniho stinu neexistuje. Jedna strana plochy je osvétlena, druha je ve
stinu.

Rotaéni dvojdilny hyperboloid protina nevlastni rovinu v regularni kuzeloseCce I". Nevlastni
pfimka u” roviny p meze vlastniho stinu je polarou bodu S$” vzhledem k I°. Jestlize bod S~ lezi vné
kuzelosecky I° (t. pfimka s sméru osvétleni prochazejici stfedem O hyperboloidu lezi vné
asymptotické kuzelové plochy), pak polara u” protina I” ve dvou rliznych bodech U”, V>, které patfi
mezi vlastniho stinu p, p je hyperbola. Lezi-li 8 uvnitf I” (pfimka sméru s prochazejici O lezi uvnitf
asymptotické kuzZelové plochy), neprotina polara u” kuzeloseCku [I°, fez rovinou p neobsahuje
nevlastni body, a protoZe p obsahuje stfed dvojdilného hyperboloidu, je prinik p s kvadrikou prazdna
mnozina. Mez vlastniho stinu neexistuje. Podobnég, lezi-li stfted S° na kuzeloseCce I’ , rovina p
obsahuje jeden nevlastni bod fezu a prochazi O, {j. prinik je jednobodova mnozina (p je te€na rovina
v nevlastnim bodé), mez vlastniho stinu neexistuje.

Rovnéz rotaéni jednodilny hyperboloid protina nevlastni rovinu v regularni kuzeloseéce I”.
Nevlastni pfimka u” roviny p meze vlastniho stinu je polarou bodu S~ vzhledem k I°. Jestlize bod S”
lezi vné kuzelosecky I”, polara u” protina I” ve dvou raznych bodech U~, V", které patfi mezi vlastniho
stinu p, p je kuzelosecka typu hyperbola. Protoze O lezi v p je mezi vlastniho stinu hyperbola. Lezi-li
S~ uvnitf I°, neprotina polara u” kuzelosecku I, fez rovinou p je typu elipsa, a protoze p obsahuje
stfed hyperboloidu, je mezi vlastniho stinu elipsa. Lezi-li stfed S na kuzeloseCce I , polara u” je
te€na kuzeloseCky I v bodé U”, rovina p je te€na rovina v nevlastnim bodé, tj. asymptoticka rovina,
mezi vlastniho stinu je dvojice rovnobézek.
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Sestrojime rovnobézné osvétleni rotacniho protahlého elipsoidu. V roviné A svételného
meridianu lezi osa elipsy p. Sestrojime ji oto¢enim roviny A do roviny p rovnobézné s v. Meridian n v
roving A se otoCi do hlavniho meridianu m, pfimka s sméru osvétleni prochazejici bodem na ose se
otoéi do pFimky %s. Sestrojime te¢ny m; rovnobé&zné s ’s,, body dotyku jsou narysy otoGenych vrchold
°C, °D elipsy p. Piimka CD je pruseénice roviny p meze vlastniho stinu s rovinou A. Druha osa elipsy
lezi na pfimce kolmé k CD, tedy na hlavni pfimce prvni osnovy roviny p. ProtoZze kuZeloseCka p a
kvadrika maji stfed O, lezi druha osa v roviné rovniku, vrcholy A, B lezi na rovniku a v pUdoryse se v
nich méni viditelnost meze vlastniho stinu. V pldoryse je ps urena osami, v naryse sdruzenymi
priméry. Body, ve kterych se v naryse méni viditelnost p,, jsou body dotyku te€en m, rovnobéznych s
s2. Vrzeny stin p” je uréen osami A'‘B"a C'D’ (0sa o je kolmé k 1). Ohniska meze stinu p~ vrZzeného
do 1t mGzeme urcit pomoci afinity mezi kulovou plochou a rota¢nim elipsoidem. Zname vétu, ktera
plati pro konstrukci ohnisek meze vrZzeného stinu kulové plochy do T pfi rovnobé&zném osvétleni,
uzijeme-li afinity, zjistime, Ze vrzené stiny vrcholl rotacniho elipsoidu do roviny kolmé k ose rotace
jsou ohniska meze stinu vrzeného do této roviny.

Rovnobézné osvétleni rotacniho paraboloidu se konstruuje podobné jako rovnobé&zné
osvétleni rotacnich elipsoidl, mezi vlastniho stinu je parabola, smér osvétleni neni rovhobézny s osou
rotace. Pudorysem meze vlastniho stinu je pfimka, sestrojime bod meze vilastniho stinu lezici ve
svételné roviné A, uzijeme otoCeni. Rota¢ni paraboloid omezime kruznici k, ktera vrha stin k* na
plochu. Mez vlastniho stinu lezi v roviné p kolmé k 1, prasecnice roviny p a roviny a kruznice k je q,
jeji pldorys splyva s puadorysem roviny p. k* je afinni ke kruznici k, osa afinity je g, smér je dan
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smérem osvétleni. Bod X kruznice k lezici v roviné A vrha stin X* na svételny meridian, ur¢ime jej
pomoci otoceni roviny A. Bodu X pak v afinité odpovida bod X*, |ze sestrojit obraz kruznice k. Mez
vrzeného stinu do TmuzZeme sestrojit jako mnozinu vrzenych stint bodl meze vlastniho stinu.
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Mez vlastniho stinu pfi rovnobézném osvétleni rotacniho dvojdilného hyperboloidu @ je
hyperbola p, smér osvétleni leZi vné asymptotické kuzZelové plochy. Vrcholy A, B hyperboly p ur€ime
stejné jako v pfedchozich ulohach. A, B lezi ve svételné roviné, jsou to body dotyku te€en svételného
meridianu rovnobéznych se smérem osvétleni. Mez vlastniho stinu asymptotické kuzelové plochy Q
tvofena pfimkami a, b lezi v polarni roviné bodu S, ktera prochazi bodem O, pfimky a, b lezi proto
také v roviné p, roviné meze vlastniho stinu p rota¢niho dvojdilného hyperboloidu ®. Plochy ® a Q se
dotykaji podél I”, pfimky a, b jsou proto asymptotami hyperboly p. Asymptotami a, b a vrcholy A, B je
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hyperbola uréena, v naryse je A.B, primér nelezici na ose p.. Mez k* stinu vrzeného kruznici k na
plochu sestrojime stejné jako v pfipadé rotacniho paraboloidu.

Rovnobézné osvétleni rotacniho jednodilného hyperboloidu se konstruuje podobné jako u
vSech pfedchozich kvadrik. Hledame-li navic mez k* stinu vrzeného kruznici k na plochu, hledame osu
afinity, ktera je mezi kruznicemi k a k*. Je-li mezi vlastniho stinu parabola nebo hyperbola, protina
mez vlastniho stinu kruznici k a témito body prochazi pfimka q, ktera je osou afinity (stejné jako u
rotaéniho paraboloidu). Je-li mezi vlastniho stinu elipsa, uréime prusecik Q nékteré pfimky roviny p
meze vlastniho stinu (napf. CD) s rovinou kruznice k, timto bodem prochazi pfimka q, ktera je kolma
ke svételné roviné A. Dal8i konstrukce jsou obdobné.
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obrazek asi Spatné

Obrys rotacni kvadriky v Mongeové projekci

Nejprve zobrazime rotacni kvadriku s osou o rovnobé&Znou s narysnou, zobrazime rotaéni
protahly elipsoid. Hlavni meridian je druhym skute€nym obrysem. Prvni skute€ny obrys p je mez
vlastniho stinu pfi osvétleni ve sméru kolmém k 11, lezi v polarni roviné p bodu S”. Rovina p je
rovnobézna s 1t a prochazi sttedem O plochy, narysem kfivky p je usecka, padorysem je elipsa.
Urcime vrcholy A, B elipsy p, jsou to body, ve kterych se meridianu m dotykaji pfimky sméru
osvétleni. Body A, B lezi v roviné p meridianu m, jejich padorysy lezi na o4. Vedlejsi vrcholy C, D
elipsy p lezi na pfimce prochazejici O a kolmé k v, jsou to praseciky meze prvniho obrysu p a rovniku
r.V bodech Cs, Ds se rs a p; dotykaji.
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Sestrojime sdruzené priméty rotacniho jednodilného hyperboloidu ® s osou o v obecné
poloze, plochu omezime dvéma kruznicemi lezicimi v rovinach kolmych k ose. Osou o rotaéni
kvadriky ® vedeme tfeti primétnu p kolmou k 1t a tu sklopime. V roviné p lezi meridian m, uréime
prvni obrys p plochy @, p je mez vlastniho stinu pfi osvétleni ve sméru s kolmém k 1. Pro konstrukci
prvniho obrysu lezi smér s uvnitf asymptotické kuzZelové plochy Q, p je elipsa. Treti primét p je
usecka, jeji krajni body jsou tfeti praméty vrcholl A, B elipsy p, As, B; jsou body dotyku tecen
meridianu m rovnobéznych s s;. Pladorysy AsB; lezi na o4, vedlejSi vrcholy C, D elipsy p lezi na
pfimce kolmé k p prochazejici sttedem O hyperboloidu. V bodech C, D se protinaji hrdlo h a obrys p,
velikost poloosy CD je tedy rovna poloméru hrdla. Osami AB a CD je elipsa p urCena. Sestrojime
puadorysy hrani¢nich kruznic a dostali jsme pldorys ¢asti rotacniho jednodilného hyperboloidu.
Pudorysem celého hyperboloidu je vnéjsi oblast elipsy ps, pldorysy pfimek hyperboloidu jsou tecny
elipsy ps. Sestrojime jesté pudorys hrdla h kfivky h; a ps se dotykaji v bodech C;, D;. Narys plochy Ize
sestrojit dvéma zplsoby, mizeme uzit podobnou konstrukci jako v pudoryse, zvolime ¢&tvrtou
primétnu, kterou sklopime a sestrojujeme mez vlastniho stinu pfi osvétleni ve sméru kolmém k v.
Nebo zvolime kruznici k™ asymptotické kuzelové plochy Q a sestrojime jeji narys k*; a narys O, stfedu
O hyperboloidu. Z O, sestrojime te¢ny ke k7, ziskali jsme druhy primét asymptotické kuzelové plochy,
druhym skuteénym obrysem plochy & je tedy hyperbola q, teény z O; ke k" jsou asymptoty hyperboly
q2. Sestrojime-li narys h; hrdla h, jsou hlavni vrcholy h; také hlavnimi vrcholy gz a g2 a hz se v nich
dotykaji. Asymptotami a hlavnimi vrcholy je g uréena.

34



Obrys rotacni kvadriky v pravouhlé axonometrii

Zobrazime ¢ast rotacniho paraboloidu s osu rotace z a s hrani¢ni kruznici k v pldorysné. V
promitaci roviné A osy z lezi meridian m rota¢niho paraboloidu. Promitaci rovinu sklopime a ve sméru
promitani vysuneme. Mez p vlastniho stinu pfi osvétleni ve sméru promitani je parabola. Jeji primét
Ps do roviny A je Usecka, prumét V vrcholu paraboly je bod dotyku te€ny m;rovnobézné s s;. Prasecik
ks a ps je primét bodu A, B paraboly p lezicich na kruznici k, kfivky k* a p® se v bodech A? B?
dotykaji. Na primétu obecné rovnobézky podobné dostavame dalsi body paraboly p. Parabolu uréime
dostateénym pocétem bodl. Sestrojime-li dotykovou kuzZelovou plochu podél kruznice k a oznacime-li
W jeji vrchol, pak pfimka WFA? je te€nou paraboly p? v bodé A2 Stejné pro dalsi body, parabolu p?
muzeme tedy také urcit dostate¢nym pocétem tecen s body dotyku.
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Obrys rotacni kvadriky v kosouhlém promitani

Kosouhlé promitani je zadano pfidruzenou Mongeovou projekci, stejné jako v pfipadé
obecnych rota¢nich ploch sestrojime sdruzené priméty ss, s sméru promitani. Sestrojime protahly
rotacni elipsoid s osou rotace z, jeho obrysem p je elipsa. Plocha je zadéna hlavnim meridianem
lezicim v narysné. Rovina A prochazejici osou a rovnob&zna se smérem promitani protina plochu ve
svételném meridianu n. Rovinu A oto¢ime kolem z do v, urime ss, oto¢eny smér promitani. Primét p;
meze p vlastniho stinu v daném osvétleni do roviny A je Usecka, jeji krajni body As, B; jsou body
dotyku te€en hlavniho meridianu rovnobéznych s s;. Pfimky rovnobézné s s; a jdouci body As, Bs
protinaji osu z v kosouhlych pramétech A%, B* bodu A, B. Sestrojime kosounhly priamét rovniku r, je
zadan sdruzenymi priiméry, jeden lezi v narysné druhy je k narysné kolmy. OpiSeme podél rovniku
dotykovou rotacni valcovou plochu a sestrojime jeji kosouhly primét. Obrys této dotykové rotaéni
valcové plochy tvofi teny r* rovnobézné se z, tyto teény se r* dotykaji v hlavnich vrcholech R*, Q*
elipsy r* a jsou také te¢nami obrysu p* v t&chto bodech, tj. RQ je primér elipsy p lezici v roviné
rovniku. Priimér AB elipsy p lezi v roviné A svételného meridianu, AB a RQ jsou kolmé a jsou to tedy
osy elipsy p, R*Q¥ a A¥B* jsou sdruzené priiméry, elipsa p* je uréena. Navic p* se hlavniho meridianu
dotyka v bodech dotyku te€en hlavniho meridianu rovnobéznych s s..
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