ROZVINUTELNE PLOCHY

Plocha teéen Sroubovice

Rozvinutelna plocha je pfimkova plocha, pro kterou existuje izometrické zobrazeni do roviny,
tj. Ize ji rozvinout do roviny. Da se ukazat, ze kazda rozvinutelna plocha patfi jednomu ze tfi typd -
valcova plocha s fidici kfivkou k, kuzelova plocha s vrcholem V a fidici kfivkou k nebo plocha te¢en
prostorove kfivky k.

Je-li plocha @ plochou te€en prostorové kfivky k, pak oskulaéni rovina v regularnim bodé
kiivky k je te€nou rovinou plochy ®. Rovina, ktera neni te€nd, protind ® v kfivce, kterd ma na k bod
vratu, k se proto nazyva hrana vratu. Te¢na rovina se dotyka plochy podél celé pfimky, mnoZina
v3ech te€nych rovin je proto zavisla jen na jednom parametru a tvofi jednoparametrickou soustavu
rovin. Plocha @ je tedy obdalkou te¢nych rovin. Pfimky rozvinutelné plochy jsou (jedinymi)
asymptotickymi kfivkami na ploSe a protoZe te€na rovina se dotyka @ podél celé pfimky, jsou pfimky
plochy pfimky torzalni.

Pro konstrukci je nékdy vyhodnéjsi zadat plochu jinak nez jako plochu te¢en prostorové kfivky.
Mnozina te¢nych rovin prostorové kfivky je zavisla na dvou parametrech, mnozina tecnych rovin
dotykajicich se sou€asné dvou kfivek je potom zavisla na jednom parametru, tvofi jednoparametrickou
soustavu rovin a tedy obaluje rozvinutelnou plochu ®. Necht jsou dany dvé kiivky 'k, ?k. Z bodu P
leziciho na kfivce 'k promitneme kfivku 2k kuzelovou plochou Q. Te¢na rovina plochy Q prochazejici
teGnou "t kiivky 'k v bodé P se dotyka Q podél pfimky p, je také teénou rovinou rozvinutelné plochy @®
a dotyka se ji podél pfimky p. Jestlize kiivky 'k, %k jsou rovinné, dana konstrukce se zjednodusi. V
bodé T kiivky 'k sestrojime te¢nu ’t, uréime jeji praseéik X s prasecnici rovin kfivek (pracujeme v
rozsifeném eukleidovském prostoru) a bodem X vedeme te¢nu 2t ke kFivce 2k, ktera se kiivky %k
dotyka v bodé ?T. Pfimka p="T?T je pak pfimkou rozvinutelné plochy a rovina 1 =("t,%t) te¢nou rovinou.
Takto vytvofené plochy nazyvame prechodové plochy.

Je-li napf. %k nevlastni (je zadana rota¢ni kuZelovou plochou, tzv. fidici kuZelovou plochou, o
vrcholu V a ose 0), konstrukce bude nasledujici. Zvolime bod P na kfivce 'k, v ném sestrojime te¢nu
't a vedeme s ni rovnobé&znou pfimku t” vrcholem V fidici kuZelové plochy Q. Sestrojime te¢nou
rovinu plochy Q, ta se dotyka podél pfimky p”. Pfimka p rovnobézna s pfimkou p” a prochazejici
bodem P je pfimkou rozvinutelné plochy. ProtoZe fidici kuZelova plocha je rotacni, maji jeji povrsky
konstantni odchylku od roviny kolmé k ose a tedy i vSechny pfimky rozvinutelné plochy maji stejnou
odchylku od této roviny. Takto vytvofené plochy se pak nazyvaji plochy konstantniho spadu.

Rozvinutelna sroubova plocha

Rozvinutelna Sroubova plocha @ je plochou te¢en Sroubovice h, ktera je jeji hranou vratu.
Te€ny Sroubovice sviraji konstantni Uhel s rovinou kolmou k ose Sroubovice, proto je ® plocha
konstantniho spadu. Rovina kolma k ose protina teCny h v kruhové evolventé, pfimky rovnobézné s
teCnami h vytvofi smérovou kuzelovou plochu. Mizeme tedy plochu @ dostat také jako plochu
konstantniho spadu nad kruhovou evolventou s fidici kuzelovou plochou Sroubovice h. DalSi mozna
definice rozvinutelné $roubové plochy je uZitim $roubového pohybu. Sroubovému pohybu mdZeme
podfridit evolventu, rovinu riznobéznou s osou o (ne kolmou) nebo te¢nu Sroubovice.

Zavitem plochy nazveme mnozinu te€en jednoho zavitu Sroubovice h. Plocha ma nekone¢né
mnoho zavitl, které se vzajemné pronikaji. Patfi-li bod D dvéma zavitim plochy, prochazi jim dvé
pfimky plochy a je dvojnasobnym bodem plochy. Sroubovym pohybem vytvofi dvojnasobnou
Sroubovici plochy, ktera ma tutéz orientaci a tutéz vysku zavitu jako hrana vratu. Na plose lezi
nekonecné mnoho dvojnasobnych Sroubovic. Na obrazku je v axonometrii zobrazen jeden zavit
rozvinutelné Sroubové plochy omezené dvéma rovnobé&znymi rovinami, které plochu protinaji v



kruhovych evolventach. DalSi obrazek zobrazuje plochu rovnéz v axonometrii, tentokrat omezenou
dvojnasobnou Sroubovici a dvéma rovnobéznymi rovinami.




Konstrukce hrany vratu

V Mongeové projekci je dan levotoCivy Sroubovy pohyb osou o kolmou k pudorysné a ve.
UrCete hranu vratu h rozvinutelné Sroubové plochy @, kterou pfi daném Sroubovém pohybu obali
rovina T.

Rovina 1 je oskulaéni rovinou kfivky h, rovina 1" rovnobézna s 1 a jdouci V se dotyka sméroveé
kuzelové plochy Q podél pfimky t". Q protne pldorysnu v pldoryse hrany vratu. T se dotyka plochy @
podél pfimky t rovnobézné s t’. Pldorys t; se dotyka hs, musime dbat na to, aby h i t mély stejné
klesani.

Rez rozvinutelné $roubové plochy

PravotoCivad rozvinutelna Sroubova plocha je zadana v Mongeové projekci osou a
redukovanou vyskou zavitu, osa je kolma k 1, plocha je omezena rovnobéznymi rovinami 1, 1 (ve
vySce jednoho zavitu) Rez rovinou p sestrojujeme bodové jako mnozinu prusecikd pfimek plochy s
rovinou fezu.

1. Konstrukce obecného bodu fezu. Zvolime pfimku g plochy a sestrojime te€nou rovinu t
podél této pfimky. T je ur¢ena pfimkou g a napfiklad te€nou evolventy e prochazejici pldorysnym



stopnikem pfimky g. Evolventa e lezi v plGdorysné, proto je jeji te€na pudorysnou stopu roviny T.
Sestrojime prasecnici r rovin Ta p. Spoleény bod X pfimek r a q je obecny bod fezu, pfimka r je
te€nou kfivky g fezu v bodé X.

2. Konstrukce bodu fezu na evolventach e, e”. Evolventy e,e” lezi v rovnobé&znych rovinach,
rovina T protne rovinu p v pldorysné stopé roviny p a rovina 1 v hlavni pfimce prvni osnovy. Na
evolventé e patfi fezu priseciky s pudorysnou stopou roviny p, na evolventé e’ jsou to priseciky s
hlavni pfimkou prvni osnovy roviny p lezici v roviné 1.

3. Konstrukce bodl fezu na hrané vratu. Hrana vratu h lezi na rota¢ni valcové plose Q.
Sestrojime fez Q’ rovinou p. Rezem je elipsa I, spole¢né body I a h patfi fezu. Tyto body jsou body
vratu kFivky g fezu.

4. Konstrukce dvojnasobnych bodud. Pokud je plocha ® omezena dvojnasobnou Sroubovici,
konstrukce dvojnasobnych bodu je stejna, jako konstrukce bodd na hrané vratu.

5. Konstrukce asymptot kfivky fezu. Asymptoty jsou te€ny v nevlastnich bodech plochy. Z
konstrukce obecného bodu vime, Ze te€na fezu je prasecnice roviny fezu s te€nou rovinou a bod fezu
je prasecik pfimky plochy a roviny fezu. Tzn. hledame pfimku plochy, ktera je rovnobézna s rovinou p,
ta protne p v nevlastnim bodé a te¢na rovina a podél této pfimky protne rovinu p v asymptoté fezu.
Sestrojime tedy rovinu p° rovnobé&znou s rovinou p a prochazejici vrcholem V smérové kuzelové
plochy Q. Vzajemna poloha p'a Q urci pocet asymptot fezu. Pokud p” protne Q aspon v jedné pfimce
a’, asymptota existuje a je to pfimka a plochy, rovhobézna s pfimkou a".
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Komplanace rozvinutelné sroubové plochy

Mé&jme danu rozvinutelnou Sroubovou plochu levotoCivou Sroubovici h prochézejici bodem A
lezicim v pudorysné. Vime, ze Sroubovice je prostorova kfivka konstantni kfivosti. Rozvinujeme-li
plochu do roviny, hleddme izometrické zobrazeni plochy do roviny a tedy i kazda kfivka plochy se
zobrazi na rovinnou kfivku timto izometrickym zobrazenim. To znamena, Ze hrana vratu h se rozvine



do rovinné kfivky konstantni kfivosti, tj. do kruznice h’, jejiz kfivost je stejna jako kFivost Sroubovice h.
Protoze se zachovava incidence, te€¢ny Sroubovice h se rozvinou do teCen kruznice h”. Polomér
kruznice h” ziskdme ze zakladniho trojuhelniku. Sestrojime zakladni trojuhelnik Sroubovice h
(odvésny maiji délky r a vo). OznaCme napf. r=IABI, v,=IBCI, z vrcholu C sestrojime kolmici k pfeponé,
ta protne pfimku AB v bodé D. Z Eukleidovy véty o odvésné ziskame velikost usecky AD,
IADI=(r+v,®)/r, coZ je prevracena hodnota kfivosti Sroubovice, tj. velikost Usetky AD je rovna
poloméru p kfivosti Sroubovice h a tedy i poloméru kruznice h”. Necht Q je bod Sroubovice h, pak
oblouk AQ na kruznici h se musi rozvinout do stejné velkého oblouku A Q" kruznice h”. Oznacme q
te€nu Sroubovice h v bodé Q a P jeji pldorysny stopnik, Q; pravouhly primét bodu Q do pudorysny.
Trojuhelnik QQ4P je podobny zakladnimu trojuhelniku, odtud IPQI= p, tj. IPQI=IP'Q’l =p, coz je také
velikost oblouku A°Q” kruznice h’, takZze Q~ leZi na evolventé e” kruznice h” a evolventa e prejde
rozvinutim do evolventy e”. (Velikost UseCky IPQI ziskame napfiklad sklopenim.) Jeden zavit
Sroubovice se rozvine jen do ¢asti kruznice h”.






Rovnobézné osvétleni plochy tecen Sroubovice

Rovnobézné osvétleni bude uréeno pfimkou s prochazejici vrcholem V smérové kuzelové
plochy Q zadané levotocivé Sroubovice h. Pomoci vrzeného stinu V'’ vrcholu V do Tt sestrojime mez
vlastniho stinu smérové kuzelové plochy. (Tato mez je tvofena dvéma pfimkami nebo jednou pfimkou
nebo neexistuje, podle toho, zda V’leZi vné&, na nebo uvnitf hs.) Existuje -li mez vlastniho stinu plochy
Q a je tvofena napf. pfimkami a’, b", pak pfimky a, b rozvinutelné Sroubové plochy ®, které jsou
rovnobézné s primkami a’, b” tvofi mez vlastniho stinu plochy ®. Pudorysy as;, bs; jsou teCnami
kruznice h; a jejich klesani v bodech dotyku A, B je stejné jako klesani Sroubovice. Podle polohy V*
vzhledem k h; existuji na kaZzdém zavitu plochy dvé, jedna nebo Zadna pfimka meze vlastniho stinu.

OznaCme A", B’; body dotyku te¢en vedenych z V7 k hy. Otoéme vSe kolem o; o 90°proti
sméru Sipky udavajici klesani. Ototenim piejde A”s do A4, B, do B; a bod V', do prusediku V;" pfimek
ais, bs. Z toho vyplyva zjednodus$eni konstrukce pudorysu pfimek meze vlastniho stinu.



Sestrojime rovnobé&zné osvétleni jednoho zavitu &asti pravotolivé rozvinutelné Sroubové
plochy @. Plocha je zadana Sroubovici h vratu omezenou body M, N a Casti teCny m v bodé M, plochu
tvofi useCka PM, kde P je pudorysny stopnik teény v bodé M. Pfimka s sméru osvétleni prochazi
vrcholem smérové kuzelové plochy, je rovnobézna s narysnou a vrzeny stin V" bodu V lezi v
mezikruzi uréeném kruznicemi hs a I, kde I je Sroubovice bodu P.

Nejprve sestrojime mez vlastniho stinu plochy @, tvofenou Useckami a, b. Sestrojime vrzené
stiny do 1. K mezi vrzeného stinu v 11 patfi vrzené stiny a’, b” UsecCek a, b, dale h”a I” Sroubovic ha I
sestrojené podle predchoziho (h’je zkracena a I'prodlouzena cykloida) a vrzené stiny teCen m, n
Sroubovice h v bodech M, N. Pomoci vrZzeného stinu do Tt jesté sestrojime zpétnymi paprsky vrzeny
stin plochy ® na sebe, oblouk Sroubovice I omezeny body A, B vrha stin I' na plochu @, jeho koncové
body A*, B* uréime pomoci prusec¢iki A, B” kfivky I” s kfivkou h” a useckou b’. DalSi body vrzené
stinu plochy na sebe uréim zpétnymi paprsky pomoci prisecikd vrzenych stind Usecek plochy s
kfivkou I".



Plochy konstantniho spadu a prechodové plochy

V technické praxi se z obecnych rozvinutelnych ploch nejvice vyuzivaji plochy konstantniho
spadu a prechodové plochy. Plochy konstantniho spadu se nejvice vyuzivaji ve stavebni praxi
napfiklad pfi terénnich Upravach jako vykopové &i nasypové plochy. Kfivka 'k je hrana komunikace,
fidici rotaCni kuzelova plocha ma svislou osu. Jestlize mame dvé rovinné kfivky, z nichz kazda lezi
v jiné roviné a hleddme rozvinutelnou plochu, ktera je jimi uréena, sestrojujeme pfechodovou plochu.
Jak jsme ukazali, je plochou konstantniho spadu i plocha te€en Sroubovice. (Plocha konstantniho
spadu nad kruhovou evolventou.) DalSi Casto vyuzivané plochy konstantniho spadu jsou plochy
sestrojené nad regularni kuzeloseckou. Ukazeme konstrukci a nékteré vlastnosti plochy konstantniho
spadu nad elipsou.

Plocha konstantniho spadu nad elipsou

Plochu ® zadame v Mongeové projekci elipsou e lezici v pudorysné Tt a fidici rotacni
kuZelovou plochou Q s osou kolmou k Tt Hlavni osa elipsy e je rovnob&zna s narysnou, Fidici kruZnice
k plochy Q leZi v Tt Podle pfedchoziho sestrojime tvofici pfimky plochy. Zvolime bod X elipsy e, v ném
sestrojime teCnu t k e, sestrojime pfimku t” rovnobéznou s t prochazejici vrcholem V plochy Q.
PFfimkou t” prolozime te€nou rovinu 1 plochy Q, ta se ji dotyka podél pfimky p”, pfimka p rovhobé&zna s
p~ vedena bodem X je tvofici pfimkou plochy ®. Pfimkou t” prochazi dvé te&né roviny plochy Q,



bodem X tedy prochazi dvé tvofici pfimky, tj. elipsa e je dvojnasobnou kfivkou plochy @®. Budeme
sestrojovat jen ¢ast plochy @ lezici nad 1t

Pddorysy tvoficich pfimek jsou normaly teCen elipsy e, tj. obali evolutu elipsy. Jak vime, Ize
rozvinutelnou plochu sestrojit jako plochu te¢en prostorové kfivky h, ptudorysy téchto tecen jsou pak
tecny pldorysu kfivky h, proto hs je evoluta elipsy e. Evoluta rovinné kfivky je mnozina jejich stfedd
kfivosti, vrcholum kfivky (evolventy) odpovidaji body vratu evoluty. Pidorys h ma ¢tyfi body vratu Ay,
Bi, Ci, Dy~ stfedy hyperoskulagnich kruznic elipsy e. Protoze tvofici pfimky a, b, ¢, d ve vrcholech
elipsy nepatfi sméru promitani, jsou body vratu kfivky hs padorysy bodl vratu A, B, C, D kfivky h.
Tvofici pfimky a, b jsou rovnob&zné s narysnou, plocha je soumérna podle roviny p=(a, b) pfimky c, d
jsou kolmé k x. Narysy boda C, D uré¢ime sklopenim promitaci roviny o pfimek ¢, d, plocha je
soumeérna také podle roviny a. Prisecnice o rovin g a ¢ je osou plochy. Pfimky plochy soumérné
podle U se protinaji v bodech elipsy 1, jejiz jeden vrchol je prisec¢ik Q pfimek ¢, d. Podobné pfimky
plochy soumérné podle ¢ se protinaji v bodech hyperboly m, jejiz vrchol M je prasecéikem pfimek a, b.
Casti kfivek I a h tvorené prisediky tvoticich pfimek jsou dvojnasobnymi kfivkami plochy.

Konstrukce bodu kfivky h; - pro bod X; mame sestrojeno p; a hledame stfed kfivosti R elipsy
e; lezici na ps. UrCime prisecik (ozn. ho 1) pfimky p; s vedlejSi osou elipsy e. Bodem 1 vedeme
rovnobézku s te¢nou t a uréime jeji prisecik (ozn. ho 2) s pfimkou X;0; (O je stfed elipsy es), bodem
2 vedeme rovnobézku s hlavni osou elipsy e;. Prisecik této rovnobézky s pfimkou p; je stfed Ry
kfivosti. Rzlezi na p., pfimka p; se dotyka v Rznarysu h; hrany vratu h.
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Prechodova plocha mezi dvéma valcovymi potrubimi

NejCastéjSim pfipadem je sestrojeni pfechodové plochy mezi dvéma danymi potrubimi. KFivky,
které urcuji tuto plochu jsou dvé kruznice nebo dvé elipsy, lezici v riznych rovinach (riznobéznych ¢i
rovnobéznych).

Mé&jme danu rotacni valcovou plochu s osou kolmou k 1t a rotaéni valcovou plochu s osou
rovnobéznou s v. Zobrazime &asti rotacnich ploch omezené kruznicemi 'k, %k lezicimi v rovinach
kolmych k v, roviny se protinaji v pfimce r. Sestrojime &ast rozvinutelné plochy lezici "mezi"
kruznicemi 'k, 2k. Na "k zvolime bod T, v ném uréime te¢nu 't k 'k a uréime jeji prusecik X s pfimkou
r. Z bodu X vedeme te¢nu 2t ke kruznici %k, dotyka se v bodé 2T. Pfimka p=1T2T je tvofici pfimkou
prechodové plochy ®, budeme uvaZovat jen Usecku 'T?T. Z bodu X Ize vést jesté tecnu t’, ktera urci
dalSi pfimku p’, spojitym pohybem pfimek p a p” vznikaji dva plasté plochy ®, uvazujeme jen jeden,
vytvofeny pfimkou p. Je-li 't rovnobézna a r, pak i 2t je rovnobé&zna s r, pomoci takovéto pfimky
dostaneme tvofici pfimky plochy patfici drunému obrysu. Pudorysy tvoficich pfimek patficich prvnimu
obrysu jsou spole¢né te¢ny kfivek "ky, 2ki.
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Ridici kfivky nemusi byt kruznice, na obrazku je prechodova plocha mezi dvéma potrubimi s
eliptickym profilem.

Ridici kfivky mohou také leZet v rovinach rovnobé&znych (priiseénice je pak nevlastni pfimka).
V tomto pfipadé jsou vzdy pfimky 't a %t rovnobézné. Kfivky 'k, 2k nemusi byt vZdy hladké, sestrojime
pfechodovou plochu mezi kvadrem se &tvercovou podstavou ’k a rotacnim valcem omezenym kruznici
2k. Kvadr a valec maji spole¢nou osou kolmou k 1. Roviny kfivek 'k a 2k jsou rovnobézné, teény 't a t
budou také navzajem rovnobézné. Za tecny ¢tverce 'k povaZujeme bud pfimky, na nichZ lezi strany
étverce, nebo pFimky prochazejici vrcholy. Polozme "t=AB, vSechny body Usecky AB jsou body dotyku
teény 't s k. Ke %k existuje teGna v jednom bodé Q rovnobézna s 't. Ploge @ tedy patfi trojuhelnik
ABQ. Podobné pro dal$i strany ploSe patfi také trojuhelniky BCR, CDM, ADN. Ke kazdé te¢né %t”
oblouku QR kruznice %k existuje pfimka 't" s ni rovnobézna prochazejici vrcholem B ¢tverce 'k, bod
dotyku te¢ny 't” je B. Plose také patii ¢ast rotaéniho kuzele s osou kolmou k T vrcholem B
omezeného krat$im obloukem QR kruznice 2k. Stejné pro ostatni vrcholy. Tato plocha se pouziva jako
pfechodova plocha v nasypce.
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