ZBORCENE PLOCHY

PFimkové plochy Ize vytvofit i jinym zplsobem nez jsme je dosud konstruovali. V obecném
pfipadé Ize pfimku zadat jako prasecnici dvou rovin, kazda pfimka v prostoru tak je zadana Ctyfmi
nezavislymi parametry. (Ctyfmi nezavislymi podminkami.) Pfikladem geometrické interpretace
jednoduché podminky pro zadani pfimky je také to, Ze pfimka protind danou kfivku v jednom bodé
nebo se dotyka dané plochy. Uvazujeme-li mnozinu pfimek protinajicich tfi dané kfivky (pfimky
mnoziny spliuji tfi nezavislé podminky), dostavame systém pfimek zavisly na jednom parametru, tedy
pfimkovou plochu. (Opét provadime veskeré konstrukce v rozSifeném euklidovském prostoru.)
Vytvorime tak pfimkovou plochu jako mnozZinu pfimek protinajicich tfi dané krivky 'k, %k, °k, tzv. Fidici
kfivky. (Vyjime&né budeme misto nékteré z Fidicich kfivek uvazovat plochu, jiz se maji pfimky plochy
dotykat.) Pfimky plochy se nazyvaji tvorici pfimky. Parametricky Ize pfimkovou plochu zapsat ve
tvaru p(u,v)=f(u)+vg(u), kde f(u) je Fidici kfivka a g(u) je smérovy vektor tvofici pfimky p. Jestlize jsou
v bodé (uo, vo) vektory f(u), g(u), g '(u) linearné nezavislé, pak v kazdém bodé tvofici pfimky p existuje
pravé jedna te¢na rovina obsahujici pfimku p. Pfimku p nazveme regularni.Te¢né rovinu vSech bodu
regularni pfimky p vytvofi svazek rovin o ose p a plati pro né tzv. Chaslesova véta:

Zobrazeni, které kazdému bodu X regularni pfimky p pfifadi te€nou rovinu plochy v bodé X je
projektivni, tj. zachovava dvojpomér.

Pfimkové plochy, které obsahuji regularni pfimky se nazyvaji zborcené.

Jestlize pro bod (uo, vo) pfimky p plati , Ze vektory f'(u), g(u), g (u) jsou linearné zavislé, pak
te€né roviny v kazdém bodé pfimky p splyvaji a existuje tecna rovina, ktera se dotyka podél celé
pfimky. Pfimka se nazyva torzalni. Jestlize vSechny pfimky plochy jsou torzalni, je plocha
rozvinutelna.

Vlastni te¢na rovina o v nevlastnim bodé pfimky p zborcené plochy ® se nazyva
asymptoticka. Rovina y prochazejici pfimkou p a kolma k a se nazyva centralni rovina, jeji bod
dotyku nazveme centralni bod. Mnozina centralnich bod{ plochy vytvafi tzv. strikéni krivku.

Nejprve budeme studovat plochy, jejichz Fidici kfivky jsou tfi navzdjem mimobézné pfimky a,
b, c. (mimobézné proto, aby plocha byla zborcend). ProloZme napf. pfimkou b roviny B, B, °B...
Ur¢ime praseciky 'A roviny 'B a ptimky a, 'C roviny 'B a pfimky ¢, 2A roviny ?B a pfimky a atd. P¥imky
'm='A'C protinaji pfimku b v bodech ‘B, tzn., Ze patfi ploSe. Zobrazeni f, které pfifadi bodim ‘A roviny '
B a zobrazeni g pfifazujici rovinam ‘B body ‘C jsou perspektivni, tedy sloZeni téchto zobrazeni
pfifazujici bodim ‘A body ‘C je projektivni. Plati i obracené, Ze spojnice odpovidajicich si bod(i dvou
projektivnich Fad je zborcena plocha.



Zvolme obecnou pfimku g nepatfici plose ®. Kazdym bodem B pfimky b prolozme roviny o
=Ba, y=Bc, ozname B’ prusecik roviny a a pfimky q a B”" prasecik roviny ya pfimky q. Zobrazeni
pfifazujici bodu B bod B” a bodu B bod B jsou projektivni. SloZzené zobrazeni pfifazujici bodu B~
bod B™ je projektivni, dostavame soumistnou projektivitu na pfimce. Tato projektivita ma bud dva
rdzné realné samodruzné bod X, Y, nebo dva realné splyvajici nebo dva imaginarné sdruzené. Z
konstrukce bodl B”a B™ je zfejmé Ze body X a Y (a jen témito body) je mozné vést spole€né pficky
X, y mimobézek a, b, c. Na pfimce p lezi obecné dva (realné rizné, realné splyvajici, imaginarné
sdruzené) body patfici ploSe ®, proto je plocha ® druhého stupné, tj. kvadrika, nazyvame ji zborcena
kvadrika.

Uvazujme na ® pficku m pfimek a, b, ¢. Prolozime ji rovinu p, pfimka m pak patfi fezu plochy
@ rovinou p. fezem kvadriky je kuzeloseCka k, m patfi k a k je proto singularni kuzelosecka, fez se
rozpada na dvé pfimky, k={m, d}. Je-li pfimka d rGzna od pfimek a, b, ¢, pak je s nimi mimobé&zna.
Kdyby napfiklad byla riiznobézna s pfimkou ¢, pak by pfimka ¢ lezela v roviné p fezu (a tedy by patfila
také Fezu), protoZe protina pfimku m. CoZ je ovdem spor s tim, Ze fez je singularni kuZelosecka. Je-li
n daldi pficka mimobéZzek a, b, ¢, pak protind také pfimku d. Kdyby pfimky n a d byly mimobé&zné,



prisecik N pfimky n a roviny p by nelezel ani na m ani na d, ale patfil by fezu rovinu p a plochy @, coz
je opét spor. Obdobné bychom ukazali, ze pfimky m a n jsou mimobézné

Ukazali jsme, Ze na zborcené kvadrice lezi dva systémy pfimek, tzv. reguly. Pfimky téhoz
regulu jsou navzajem mimobézné. Kazda pfimka jednoho regulu protina vSechny pfimky druhého
regulu. Zborcena kvadrika je ur€ena kterymikoli tfemi pfimkami téhoz regulu. Kazdym bodem M
zborcené kvadriky prochazi dvé pfimky rdznych regull, tyto pfimky tvofi te€nou rovinu plochy ® v
bodé M. Podle typu fezu kvadriky nevlastni rovinou délime zborcené kvadriky na dva druhy. Kvadrika,
jejimz fezem nevlastni rovinou je regularni kuzelosecka (ij. neobsahuje nevlastni pfimku) se nazyva
zborceny hyperboloid, kvadrika, jejimz fezem nevlastni rovinou je singularni kuzelosecka) f;j.
obsahuje nevlastni pfimku) se nazyva hyperbolicky paraboloid.

Zborceny hyperboloid

Zborceny hyperboloid ® je urCen tfemi mimobéznymi pfimkami, které nejsou rovnobézné s
zadnou rovinou (plocha neobsahuje nevlastni pfimku). @ protina nevlastni rovinu v regularni
kuzelosecce I°. PAl O nevlastni roviny w” vzhledem k @ je stfed plochy. Ke kazdé pfimce p plochy ®
existuje asymptoticka rovina a prochazejici sttedem O, jeji nevlastni pfimka a“ se dotyka kuZelosecky
I v bodé A~. Mnozina asymptotickych rovin obaluje asymptotickou kuzelovou plochu Q s vrcholem O,
Q se dotykd ® podél I >. Asymptotickd rovina a se dotykd asymptotické kuzelové plochy Q podél
pfimky a”. a protina ® ve dvou pfimkach a, m raznych regulli, pfimky prochazi bodem A=, tj. a’, a, m
jsou rovnobézné.

Kazda rovina p protina zborceny hyperboloid ® v kuzelose¢ce. Nema-li nevlastni pfimka u
roviny p Zadny spolecny bod s kuzZeloseCkou I >, pak fez k neobsahuje nevlastni body a fezem je
elipsa. (NemUze nastat prazdny nebo jednobodovy prinik roviny fezu a plochy ®, protoze plocha je
pfimkova). Dotyka-li se u> kuzelosecky /= v bodé U~ je fezem kuzeloselka typu parabola. Lezi-li v p
pfimka plochy @, pak je p asymptoticka a fezem je dvojice rovnobézek, nelezi-li v p zadna pfimka
plochy ® je fezem parabola. Protina-li p kuzelose¢ku I * ve dvou bodech je fezem kuzZelosec¢ka typu
hyperbola. Obsahuje-li p pfimku plochy, je p te¢nou rovinou a fezem je dvojice riznobézek.
Neobsahuje-li p pfimku plochy, je fezem hyperbola. Protoze se plochy ® a Q dotykaji podél I, je
fezem @ i Q vzdy kuzelosecka stejného afinniho typu. Obecny fez zborcené plochy pak sestrojujieme
jako u rozvinutelnych ploch, hledame priseciky pfimek plochy s rovinou fezu.

Mez vlastniho stinu kvadriky pfi osvétleni ze stfedu S je fezem plochy @® polarni rovinou p
bodu S vzhledem k ®. Pro rovnobé&zZné osvétleni zborceného hyperboloidu je mezi vlastniho stinu fez
rovinou prochazejici stfedem O. Nevlastni pfimka u © polarni roviny p bodu X “ vzhledem k @ je
polarou bodu 2 vzhledem ke kuZeloselce I*. Jestlize 2~ lezi vné kuzelosecCky I* (tj. paprsek s sméru
osvétleni vedeny vrcholem O asymptotické kuZelové plochy Q leZi vné Q), polara u ® protina I *ve
dvou rdznych bodech a mezi vlastniho stinu je hyperbola (rovina p prochazi sttedem kvadriky, tj. p
neni te€na). Lezi-li 2> uvnitf I (s vedeny vrcholem O leZi uvnitf Q) nema polara u~ s kuzeloseckou I
spole€ny bod a mezi vlastniho stinu je elipsa. Lezi-li 2~ na I°( gak pwotted Q), je polara u=tenou I
v bodé X, rovina p je asymptoticka a mez vlastniho stinu je tvofena dvéma rovnobé&zkami.

Pf. V Mongeové projekci je dan zborceny hyperboloid mimobézkami a, b, ¢, a je kolma k v. V
bodé T plochy sestrojte te€nou rovinu.

Pfimky a, b, ¢ jsou pfimky prvniho regulu plochu, pfimky druhého regulu protinaji pfimky
prvniho regulu, druhému regulu patfi pfimka n rovnobézna s pfimkou a, jeji narys n. je prusecik
pfimek b, a c2. Narysy pfimek druhého regulu tvofi svazek pfimek o stfedu a. (kromé pfimky n).
Narysy pfimek prvniho regulu tvofi svazek o stfedu n. (kromé& pfimky a). Druhy skutecny obrys plochy
® je mez vlastniho stinu pfi rovnobézném osvétleni ve sméru kolmém k v, pfimky a, n patfi sméru
osvétleni a jsou tedy mezi vlastniho stinu. Druhy zdanlivy obrys je pak primét do v, tedy druhym
zdanlivym obrysem je dvojice bodl az, n.. Narysy pfimek plochy tvofi dva svazky o stfedech az, n: s
vylou€enim pfimky azn: Prvni skute¢ny je obrys je kuZelose€ka - hyperbola nebo elipsa. Bod T plochy
je dan narysem T,. Te€na rovina T je uréena dvéma pfimkami d, m rGznych reguld protinajicimi se v



bodé T. m.=T:a., d>=T:n.. UrCime pldorysy pfimek d, m. Pfimka m protina pfimky a, b, ¢ v bodech A,
B, C, sestrojime jejich plidorysy a ziskame pldorys pfimky m i bodu T. Pldorys pfimky d sestrojime
pomoci praseCikl s pfimkami druhého regulu, proto sestrojime jesté pfimku p druhého regulu a
pudorys pfimky d uréime pomoci prisecikl s pfimkami m, p.
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Maji-li pfimky a, b, ¢ obecnou polohu vzhledem k primétnam, je tfeba feSit obecné ulohu
pficka tfi mimobéZzek jdouci danym bodem.

PF. V Mongeové projekci je dan zborceny hyperboloid mimobézkami a, b, ¢, a je kolma k v.
Ur&ete bod dotyku te&né roviny T prochazejici pfimkou b.

Stejné jako v predchozim pfipadé tvofi narysy pfimek obou regult dva svazky pfimek az, n..
Hledame bod dotyku roviny 1 s plochou ®. V roviné t lezi pfimky raznych regull, jedna z nich je b.
Ur¢ime napf. prisecik C pfimky C a roviny 1, C je bod plochy lezici v roviné 1, tj. prochazi jim pfimka
m druhého regulu lezici v roviné t. Jeji narys m; je spojnice azC:, prisecik T pfimek b a m; je narys
bodu dotyku.
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Pf. V Mongeové projekci je dan zborceny hyperboloid mimobézkami a, b, ¢, a je kolma k v.
Urcete asymptotickou rovinu pfimky p druhého regulu, centralni rovinu a centralni bod pfimky p.

Zvolme libovolné p, narys p. prochazi a,, sestrojime pldorys pomoci prisecikl s pfimkami b,
c. V asymptotické roviné a lezi dvé pfimky p, d rlznych regulll, které jsou rovnobézné. Narys d;
prochazi n; (prasecik bz a ¢;) rovnobézné s p.. Plidorys d; urime pomoci dalSi pfimky m druhého
regulu. Asymptoticka rovina a je tvofena pfimkami d, p. Centralni rovina y prochazi pfimkou p kolmo k
a. Sestrojime pfimku k kolmou k roviné a a prochazejici bodem R pfimky p. (Napf. pomoci hlavnich
pfimek). Pfimkami p, k je urCena centralni rovina a podle pfedchozi ulohy sestrojime jeji bod dotyku -
centralni bod.



Afinnim obrazem rotacniho jednodilného hyperboloidu je zborceny hyperboloid a kazdy
zborceny hyperboloid je také tak mozno vytvofit, toho vyuzivame pfi konstrukci. Na obrazku je
zborceny hyperboloid v Mongeové projekci dan osou kolmou k 1, prvnim skute€nym obrysem je
hrdelni elipsa (Ffez rovinou rovnob&Znou s Tt prochazejici stfedem), druhym skute€nym obrysem je
hyperbola (fez rovinou rovnobéznou s v prochazejici stfedem). Zvolime-li pfimku a prvniho regulu,
pak pudorys as se dotyka pldorysu e;elipsy v bodé M, narys a; se dotyka narysu h. hyperboly v bodé
Q.. Na ploSe existuje pfimka p rovnobézna s a, ktera spolu s a tvofi asymptotickou rovinu, ktera
obaluje asymptotickou kuzelovou plochu, jejim druhym zdanlivym obrysem jsou asymptoty hyperboly
h,.
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Ve stavebni praxi vyuzivame toho, Ze jde o pfimkovou plochu. Ve sméru
povrchovych pfimek muzeme klast vyztuzeni Zzelezem a vznikla Zelezobetonova konstrukce je tak
velmi pevna a stabilni. Zborceného rota¢niho hyperboloidu se vyuziva zejména pfi stavbé chladicich
vézi, kde neni nejuzsi &ast hyperboloidu uprostfed, ale vy$e. Casti pfimek ve spodni &asti
hyperboloidu byva pouzito jako nozek, které drzi hmotu chladici véze a kudy do ni proudi vzduch.



Hyperbolicky paraboloid

Mé&jme zborcenou kvadriku, ktera obsahuje nevlastni pfimku ¢ *. Nevlastni rovina w” protina
kvadriku v kuzeloseCce, ¢~ patfi fezu kvadriky ® touto rovinou a fezu tedy patfi jeSté jedna pfimka g~
druhého regulu a nevlastni rovina w” je pak te€nou rovinou plochy @®. Kvadriky se dotykd nevlastni
rovina je to tedy paraboloid. Pfimky ¢” a ¢~ jsou dany rznobéznymi rovinami a, o, které se nazyvaiji
fidici roviny. VSechny pfimky druhého regulu protinaji pfimky prvniho regulu (i pfimku ¢> ), proto jsou
pfimky druhého regulu rovnobézné s jednou fFidici rovinou. Podobné pfimky prvniho regulu jsou
rovnobézné s druhou fidici rovinou. Hyperbolicky paraboloid je tedy mozné zadat tfemi (vlastnimi)
mimobézkami rovnobéznymi s jednou rovinou, dvéma mimobéznymi pfimkami a rovinou (fidici) s nimi
raznobéznou (tj. tfi mimobézky, dvé vlastni a jedna nevlastni). Ukazali jsme, Ze kvadriku je mozné
zadat dvéma projektivnimi fadami bodd na mimobéznych pfimkach a, b. Nevlastni body téchto pfimek
lezi na pfimce q © (a, b jsou pfimky prvniho regulu a musi protnout pfimku g © druhého regulu). V
projektivnosti si pak odpovidaji nevlastni body a zobrazeni je podobnost. (Podobnost je uréena dvéma
dvojicemi odpovidajicich si bodl a zachovava dvojpomér.) Odtud plyne, Ze hyperbolicky paraboloid je
mozné zadat rovnéz dvéma mimobézkami s dvéma dvojicemi odpovidajicich si bodu.

Prasecik R” pfimek ¢~ a g~ je bod dotyku nevlastni roviny w”, je to nevlastni bod pridsecnice r
fidicich rovin a a 0. Te€na rovina hyperbolického paraboloidu ® kolma k pfimce r se dotyka plochy ®
ve vrcholu V. Pfimka o rovnobé&zna s pfimkou r a prochazejici vrcholem se nazyva osa plochy @.

Rez plochy @ rovinou p uréime opét bodové jako mnoZinu praseéikil pfimek plochy s rovinou
fezu. Rez obecnou rovinou je kuzelosedka, jeji typ uréime pomoci polohy nevlastni pfimky u® roviny p
a nevlastnich pfimek ¢~ a g~ plochy ®. Jestlize u” neprochazi bodem R (rovina r neni rovnobézna s
osou o), pfimka u * protina pfimky ¢ * a q *ve dvou rGznych bodech a fezem je kuzelosecka typu
hyperbola. (Jestlize p obsahuje pfimku plochy, jedna se o te€nou rovinu a fezem je dvojice
rdznobézek, jestlize neobsahuje pfimku plochy, je fezem hyperbola.) Pokud u* prochazi bodem R*
a soucasné je rlizna od pfimek ¢®, g~ , pak je rovina p fezu rovnobézna s osou o plochy, ale neni
rovnobé&zna s zadnou fidici rovinou plochy ®. Rezem je parabola. Kdyby fezu patfila pfimka plochy,
musela by prochazet bodem R a timto bodem by pak prochazely tfi pfimky plochy. (Tj. neexistuje
te€na rovina hyperbolického paraboloidu rovnobézna s osou o a soucasné riiznobézna s obéma
fidicimi rovinami.) Pokud u~ splyne s nékterou z pfimek (napf. ¢* ), pak rovina p protina plochu jesté v
jedné vlastni pfimce p druhého regulu. (Rezem je singularni kuzelosetka typu parabola.) Jedna se
tedy o te€nou rovinu, ktera je tvorena dvéma pfimkami rdznych regul, které se protinaji v nevlastnim



bodé (bod dotyku). p je asymptoticka rovina. Ukazali jsme, Ze na paraboloidu se vyskytuji kromé
parabolickych jen hyperbolické fezy, a proto se nazyva hyperbolicky.

Mez vlastniho stinu pfi osvétleni ze stfedu S je fezem polarni roviny p bodu S vzhledem ke
kvadrice ®. Budeme uvazovat rovnobézné osvétleni ze stfedu S © . Nevlastni pfimka u © polarni
roviny bodu S je polarou tohoto bodu vzhledem k singularni kuzelosecce tvofené pfimkami c®, g~
. Jestlize S~ nelezi na zadné z pfimek ¢~ , q* , pak pfimka u “ prochazi bodem R® a je rizna od
pfimek ¢®, g> . Mezi vlastniho stinu je parabola. Jestlize S* lezi napfiklad na ¢®, a je rizny od R”
(pfimka s je rovnobézna s jednou fidici rovinou), pak S* patii plose ®, u= =c > a rovina p je te¢nou
rovinou v bodé S ~a obsahuje jesté viastni pfimku p druhého regulu. Mezi vlastniho stinu je pfimka p
rovnobézna s pfimkou s. Jestlize S “ splyne s R* (s je rovnobézna s osou o), p splyne s nevlastni
rovinou a mez vlastniho stinu neexistuje.

PF. Hyperbolicky paraboloid je dan pfimkami a, b prvniho regulu a Fidici rovinou 1. Sestrojte
te€nou rovinu v daném bodé plochy ®.

VSechny pfimky plochy ® druhého regulu jsou rovnobézné s Fidici rovinou T, tj. narysy pfimek
druhého regulu jsou rovnobézné se zakladnici (kromé pfimky kolmé k v). Druha fidici rovina je
libovolna rovina rovnobézna s pfimkami a, b. Pfimka n kolma k v, jejizZ narys n, prochazi prusecéikem
a; a b, patfi ploSe a je druhého regulu. VSechny pfimky prvniho regulu protinaji vS8echny pfimky
druhého regulu, proto narysem pfimek prvniho regulu je svazek pfimek o stfedu n, (kromé pFimky
rovnobézné se zakladnici). Pfimka n patfi sméru osvétleni kolmému k v, tj. je druhym skuteCnym
obrysem. Prvnim skute&nym obrysem je parabola.

Bod T je zadan narysem T,. Te¢na rovina v bodé T je urCena dvéma pfimkami rliznych regulu.
Narys m; pfimky druhého regulu je rovnobézny se zakladnici a prochazi T. a narys d. pfimky prvniho
regulu je dan body n.T.. Pldorys pfimky m uréime pomoci prasecik( s pfimkami a, b, pro sestrojeni
pudorysu pfimky d musime jesté sestrojit priméty dalSi pfimky p druhého regulu.



PF. Hyperbolicky paraboloid je dan pfimkami a, b prvniho regulu rovnobéznymi s narysnou a
fidici rovinou 1t Sestrojte bod dotyku te€né roviny T prochazejici pfimkou b.

Narysy pfimek druhého regulu jsou opét rovnobézné se zakladnici a narysy pfimek prvniho
regulu vytvareji svazek o ose n;, kde n; je priseCik a: a b.. Narysna je druha fidici rovina, proto
pudorysy pfimek prvniho regulu jsou rovnobézné se zakladnici. Jsou-li sestrojeny pfimky m a p
druhého regulu, pak prisecik g: pfimek m; a ps je pldorysem pfimky prvniho regulu kolmé k Tt
Protoze vSechny pfimky druhého regulu protinaji vSechny pfimky prvniho regulu, patfi g prvnimu
regulu, patfi také sméru osvétleni kolmému k 1 a je proto prvnim zdanlivym obrysem. Pldorysy
primek druhého regulu vytvari svazek o stfedu gs. Pfimky n a g se musi rovnéz protinat (jsou riiznych
regulll), proto g lezi na n; a naopak. Te¢na rovina T je dana stopami. Je tvofena pfimkami riiznych
regull, které se protinaji v bodé dotyku. Konstrukce je stejna jako u zborceného hyperboloidu. Uréime
prisecik A roviny T a pfimky a, je to bod plochy a musi jim prochazet pfimka q druhého regulu lezici v
roviné t. Prasecik T pfimek q a b je hledany bod dotyku.
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PF. Hyperbolicky paraboloid je dan pfimkami a, b prvniho regulu a fidici rovinou 1. Sestrojte
asymptotické roviny plochy prochazejici pfimkou b a pfimkou m druhého regulu, urCete centralni
roviny téchto pfimek a jejich centralni body.

Jako v prvnim pfikladé jsou narysy pfimek druhého regulu rovnobézné se zakladnici a narysy
pfimek prvniho regulu tvofi svazek o stfedu n,. Ridici rovina pfimek druhého regulu je T, Fidici rovina
pfimek prvniho regulu je jakakoli rovina o rovnobé&zna s pfimkami a, b. Asymptoticka rovina je te€na
rovina v nevlastnim bodé. Protoze plocha @ protina nevlastni rovinu v singularni kuzelosecce, tvori
fez asymptotické roviny plochou ® pfimka vlastni a pfimka nevlastni opaéného regulu dana Fidici
rovinou. Tj. asymptoticka rovina a pfimky m prochazi pfimkou m a je rovnobézna s rovinou T,
asymptoticka rovina  pfimky b prochazi pfimkou b a je rovnobézna s fidici rovinou o. Centralni
roviny jsou kolmé k asymptotickym, centralni body jsou jejich body dotyku. Centralni rovina y pfimky
m je kolma k padorysné, patfi sméru osvétleni kolmému k 1T a jeji bod dotyku tedy patfi prvnimu
skute&nému obrysu plochy. Prvnim skutenym obrysem je v tomto pfipadé tedy strikéni kfivka plochy
pfislusna druhému regulu. (Body dotyku centralnich rovin sestrojime stejné jako v predchozim
pfikladé.) Centralni rovina & pfimky b je urena pfimkou b a nékterou kolmici k k roviné 3
rdznobéznou s b.
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PF. Hyperbolicky paraboloid je dan pfimkami a, b prvniho regulu a Fidici rovinou 1. Sestrojte
jeho vrchol a osu.

Pfimky obou regull plochy @ se zobrazuji jako v pfedchozich pfikladech. Osa o plochy @ je
pfimka rovnobézna s prusecnici r fidicich rovin ta o, s je rovnobézna s pfimkami a, b. Te€na rovina t
kolma k r se dotyka @ ve vrcholu V. Libovolnym bodem M v prostoru vedeme pfimky a’, b’
rovnobézné s pfimkami a, b, ty nam urci fidici rovinu o. Prasecnice r rovin 1t a o uréi smér osy o.
Rovina 1 je tedy kolma k 1. Bodem M vedeme rovinu 1" kolmou k r, ta nam protina Fidici roviny v
pfimkach d’, m”. Tyto pfimky jsou rovnobézné s pfimkami plochy @ i s te€nou rovinou t. Sestrojime-li
pfimky d, m plochy rovnobézné s pfimkami d’, m’, uri nam tyto pfimky tecnou rovinu T a jejich
prisecik V je vrchol hyperbolického paraboloidu @. Vrcholem V prochazi osa o. Narys pfimky d
prochazi bodem n., pldorys sestrojime pomoci nékteré pfimky 1t druhého regulu. Pldorysy pfimek m
a d splynou a pomoci pudoryst pruseciku pfimky m s pfimkami a, b ur¢ime narys pfimky m a narys
vrcholu V.
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Jak jsme jiz ukazali, je hyperbolicky paraboloid rovnéz zadan dvéma podobnymi bodovymi
fadami na mimobéznych pfimkach. Podobné zobrazeni zachovava délici pomér a tim je i dana
konstrukce dalSich pfimek plochy. Pfedpokladejme, Ze mame dany mimobézky a, b (pfimky plochy
prvniho regulu) a na nich odpovidajici si body (bodiim A, 2A pfimky a odpovidaji body "B, 2B piimky
b). Piimky 'A’B, 2A%B patfi druhému regulu a dal$i pfimky druhého regulu sestrojime tak, Ze si Usecky
'A%A a 'B’B rozdélime na n stejnych dilkGi a odpovidajici body spojime. Na pfimkach 'A%A a 'B’B je
rovnéz uréen podobné zobrazeni a tejnym zplsobem sestrojime i dal$i pfimky prvniho regulu.
Hyperbolicky paraboloid Ize tedy zadat také C&tyfmi body neleZicimi v roving, tzv. zborcenym
¢tyfuhelnikem. S timto zadanim se nejCastéji setkdvame ve stavebni praxi. Na obrazku je dan
hyperbolicky paraboloid v ortogonalni axonometrii zborcenym ¢&tyfuhelnikem ABCD, body B, D lezi v 1t
a pfimka BD je rovnobézna s osou y, body A, C maji stejnou z-ovou souradnici a A*C+*lezi na ose x,
A splyva s pocatkem. Primky plochy obou regulll jsou sestrojeny s vyuzitim podobnych fad, je
sestrojena Cast plochy omezena pudorysnou 1, bokorysnou i a rovinou W rovnobéznou s [ a
prochazejici bodem C. Rovina 1t protina plochu @ v hyperbole, roviny p a p” v parabolach. Konstrukce
téchto kuzeloselek jsou provedeny bodové jako pruseciky pfimek plochy s pfisluSnymi rovinami.
Pfimky A,°C+* a Bs*D+" se protinaji v pldoryse vrcholu V a jsou to padorysy pfimek d a m rlznych
regult, které ur€uji teCnou rovinu ve vrcholu V. Osa o je rovnobézna se soufadnou osou z.
Axonometrické priméty plochy obaluji obrysovou parabolu plochy. Jeji body (body dotyku) jsou
sestrojeny jako body dotyku teénych rovin kolmych k axonometrické primétné a prochazejicich
odpovidajici pfimkou. Hledame napf. obrysovy bod na pfimce x druhého regulu. Axonometricky
pramét této pfimky splyva a axonometrickym primétem pfimky g prvniho regulu, riznobézné s
pfimkou x. Sestrojime axonometrické pldorysy obou téchto pfimek (pomoci pruseciku s pfimkami
opacnych regultl) Pfimky g a x se protinaji v bodé dotyku X roviny p kolmé k axonometrické primétné
a bod X patii obrysu. Z obrazku je zfejmy a i dalSi nazev hyperbolického paraboloidu a to sedlova
plocha.
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Ve stavebni praxi se této plochy vyuziva nejcastéji k zastfeSovani objektd s nepravidelnymi
pudorysy nebo rozlehlejSich objektld. Vyuziva se jednoduchého praktického provedeni i Uspory
materialu (plocha je pfimkova) a rovnéz pozitivniho estetického dojmu.

Mé&jme dan objekt s nepravidelnym pladorysem ABCD. Mame jej zastfesSit s okapy ve stejné
vysi. Jestlize zastfeSeni FeSime obvyklym zplsobem pomoci rovin, dostaneme hieben EF, ktery neni
vodorovny, coz nepUsobi nejlepsim estetickym dojmem. Re$ime to nasledujicim zplisobem. Bodem E
vedeme vodorovny hieben EG, kde G lezZi v roviné ABE. Stfecha je ur€ena stfeSnimi rovinami AED,
ABE, BCG a c¢asti hyperbolického paraboloidu. Ten miizeme zadat dvéma zpuUsoby. Bud zborcenym
¢tyfuhelnikem EGCD nebo jej zadame pfimkami CD, EG a fidici rovinou s kolmou k pfimce EG. V
prvnim pfipadé hyperbolicky paraboloid protina stfesni roviny ADE a BCG po fadé v pfimkach DE,
druhém pfipadé protinaji stfesSni roviny ADE a BCG plochu v kuzeloseckach, ovSem pfimky plochy
druhého regulu jsou tentokrat kolmé k hfebenu EG.
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Hyperbolicky paraboloid se také muze vyuzit k zastfeSeni obdélnikového pldorysu ABCD.
Vyuzijeme C¢tyf hyperbolickych paraboloidd. Nad stranami obdélniku sestrojime stejné vysoké

trojuhelnikové stity ABM, BCN, CDP, ADQ, usecky NQ, PM tvofi hiebeny stfechy, prasecik hfebent
oznaé¢me V. Hyperbolické paraboloidy jsou uréeny zborcenymi &tyfuhelniky AMVQ, BMVN, CNVP,
DPVQ.

+

Nad ctvercovym pldorysem se pouziva tzv. Aymondova ban, ktera ma vyborné statické
vlastnosti. Mame-li dan ¢tverec ABCD v pudorysné, body U, V maji rizni z-ové soufadnice (U je vyS)
a pudorys V; je stfed Ctverce ABCD, pudorys Uy je stfed strany AD, ozname M stied strany AB.
Sestrojime hyperbolicky paraboloid dany zborcenym c&tyfuhelnikem AMVU. Jeho fidici roviny jsou
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kolmé k T, rovina kolma k Tt a prochazejici AC protina tuto plochu parabole. Cast Aymondovy bané
tvofi ta €ast plochy nad trojuhelnikem A;M,V;, tato €ast je osminou plochy. Celou Aymondovu bar
dostaneme soumérnosti podle rovin a, 3, y, 8, coz jsou roviny kolmé k 1ta prochazejici uhlopfickami a
stfednimi pfickami ¢tverce ABCD.
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Rozlehlejsi objekty zastfeSujeme také nasledujicim zplsobem. Zakladni stavebni prvek je
tvofen hyperbolickymi paraboloidy nad ¢tvercovym pudorysem ABCD. OznaCme M, N, Q, R stfedy
stran Ctverce ABCD. Na svislé pfimce prochazejici sttedem Ctverce zvolme bod V (niz nez body
Ctverce). Hyperbolické paraboloidy jsou ureny zborcenymi ¢&tyfuhelniky AMVR, BMVN, CNVQ,
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DQVR. Do bodu V se pfipojuje nosny sloup, kterym odchazi destova voda. Tyto stavebni prvky pak
fadime vedle sebe a pozivaji se ¢asto pro zastfeSovani nastupist.

r

Obecné zborcené plochy

Obecna zborcena plocha @ je mnozina primek protinajicich tfi fidici kfivky 'k, 2k, °k, pfipadné
je prisecik s nékterou z kfivek nahrazen dotykem s fidici plochou. Jestlize jsou fFidici kfivky
algebraické je i plocha algebraicka. Stupen algebraické plochy je pocet priseciki obecné pfimky s
plochou a je zavisly na stupni fidicich kfivek. Da se ukazat, ze pokud zadné dvé z Fidicich kfivek 'k,
2k, *k nemaiji spolec¢ny bod, pak stuper plochy ® je 2'n?n’n, kde 'n, n, *n jsou stupné fidicich kfivek.
Maji-li nékteré tvofici kfivky spole€ny bod X, pak ploSe formalné patfi i kuzelova plocha s vrcholem X a
fidici kiivkou k. Tuto plochu nebudeme ke zborcené plose poditat a stuperi plochy je pak nizsi a je
roven 2'n*nm*n-suan-sualn-sxxu'n, kde si je pocet spolecnych bodu kfivek 'k, ’k. Rovnéz se da
dokazat, ze kazda tvofici kfivka je vicenasobnou kfivkou plochy a jeji nasobnost se rovna soucdinu
stupni obou zbyvajicich kFivek.

Vime, ze pro regularni pfimky zborcené plochy plati Chaslesova véta. Pomoci ni sestrojujeme
te€né roviny v bodech regularni pfimky.

plochy, ktera kfivky "k, 2k, 3k protina po fadé v bodech A, B, C. Sestrojme v bodech A, B, C te¢ny a, b,
¢ ke kiivkam 'k, 2k, *k. Tyto tecny spolu s pfimkou p uréuji v bodech A, B, C tetné roviny a, B,y
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zborcené plochy ® prochazejici pfimkou p. Je-li D dalSi bod pfimky p, pak pro te€nou rovinu & v bodé
D plati (ABCD)=(apyd).

Pt. Plocha Montpeliérského oblouku je uréena pulkruznici 'k lezici v v, pfimkou 2k kolmou k v
a ptimkou *k rovnobéznou se zakladnici. V bodé T regularni pfimky p plochy ® uréete te¢nou rovinu T,
k te€né roviné 6 prochazejici pfimkou p urlete bod dotyku D a sestrojte asymptotickou rovinu o
pfimky p.

Pfimka p protina v8echny fidici kfivky, proto narys p. musi prochazet bodem k.. Pomoci
prusedika s kiivkami 'k, *k uréime pudorys pfimky p. Oznaéme A, B, C po fadé praseciky piimky p s
tvoricimi kiivkami "k, 2k, °k. Te¢na rovina o v bodé A je uréena pfimkou p a teénou a k pulkruznici 'k v
bodé A, tena rovina B v bodé B je uréena pfimkami p a 2k, a te¢na rovina y v bodé C je uréena
pfimkami p, ’k. Uréime narysné stopy rovin a, B,y. Plati n,=a;, n=p,, n;’ je rovnob&zna s x a
vSechny narysné stopy prochazi bodem A.. Podle Chaslesovy véty plati pro te€nou rovinu v bodé T
pro dvojpoméry (ABCT)=(A.B.C.T;)=(aByt)=(n"nln'ny"). Pfimku n;'svazku o stfedu A, ur¢ime
doplnénim projektivity dvou dvou nesoumistnych bodovych fad. Protnéme svazek pfimek o stfedu A,
libovolnou pfimkou p” neprochazejici sttedem svazku a oznacme A, B’, C” prliseciky pfimky p” po
fadé s pfimkami a, p2, n7. Rady pz a p”jsou projektivni, bodim A, B, C. odpovidaji body A", B, C".
Sestrojime obraz T" bodu T (doplnénim projektivity napf. vyuzitim Pappova axiomu) a narysna stopa
te¢né roviny T je uréena body A, a T'. Obracené, jestlize zname narysnou stopu n,® te¢né roviny
prochazejici pfimkou p, uré¢ime prisecik D" této stopy s pfimkou p” a obraz D, bodu D’. D, je pak
narys bodu dotyku. Asymptoticka rovina o je te€na rovina v nevlastnim bodé, takze na p” ur€ime obraz
E’ nevlastniho bodu pfimky p; a narysna stopa roviny o je ur€ena body Az a E".

i
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Jestlize dvé zborcené plochy @ a ®" maji spoleCnou pfimku p, pak podle Chaslesovy véty
maji spole¢né te€né roviny prochazejici pfimkou p a plochy ® a ®° se podél p dotykaji. Toho
vyuzijeme k tomu, Ze nékteré konstrukce na obecnych zborcenych plochach nahradime konstrukcemi
na zborcenych kvadrikach. Jsou-li 'k, ?k, 3k Fidici kiivky plochy ®, p tvofici pfimka této plochy, ktera
fidici kfivky protina v bodech A, B, C a a, b, ¢ tecny kfivek 'k, %k, °k, v bodech A, B, C. Podle
Chaslesovy véty jsou pfimky a, b, ¢ mimobézné a urCuji tak zborcenou kvadriku Q, ktera se plochy ®
dotyka podél pfimky p. Konstrukci te€nych rovin zborcené plochy je mozno pfevést na konstrukci
te€nych rovin dotykové zborcené kvadriky.

Piimky a, %k, *k uréuji dotykovy zborceny hyperboloid Q podél pfimky p. Narysy pfimek
druhého regulu tvofi svazek o stfedu k., narysy pfimek prvniho regulu tvofi svazek o stfedu n., ktery
je prusecikem piimek a. a k.. Tena rovina 1 v bodé T je uréena dvéma pfimkami p, d rGznych regult.
Sestrojime pfimku d prvniho regulu. Podobné pro konstrukci bodu dotyku dané tec¢né roviny &
prochazejici pfimkou p ¢&i pro sestrojeni asymptotické roviny pouzijeme znamych konstrukci na
zborceném hyperboloidu.

Jestlize v rovinach a=(a,p), B=(b,p), y=(c,p) zvolime pfimky a’, b’, ¢” prochazejici body A, B,
C, jsou opét mimobézné a urluji rovnéz zborcenou kvadriku, ktera se dotyka plochy ® podél pfimky p.
Existuje nekone¢né mnoho zborcenych kvadrik, které se dotykaji plochy ® podél pfimky p. Pro
konstrukce volime takovou kvadriku, jejiz nékteré pfimky maiji vzhledem k priimétnam specialngjsi
polohu, abychom zjednodusili konstrukce.
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Ke kazdé obecné pfimce zborcené plochy ® existuje asymptoticka rovina. ProtoZze mnoZina
pfimek plochy je jednoparametricka, je jednoparametricka i mnozina asymptotickych pfimek plochy ®
a obaluje rozvinutelnou plochu %, tzv. asymptotickou rozvinutelnou plochu zborcené plochy ®.
Napfiklad v pfipadé zborceného hyperboloidu se jedna o asymptotickou kuzelovou plochu,
asymptotické roviny hyperbolického paraboloidu tvofi dva svazky rovin.

Na obecné zborcené ploSe mohou existovat kromé pfimek regularnich i pfimky torzalni. Je-li
p torzalni pfimka zborcené plochy @, pak existuje rovina 1 (tzv. torzalni rovina), ktera se ® dotyka
podél celé pfimky p. Ostatni roviny prochazejici pfimkou p jsou rovnéz te¢né, vSechny se plochy
dotykaji v jediném bodé K pfimky p, tzv. kuspidalnim bodé. Soumezna pfimka k pfimce p
(nekonec¢né blizka k p) je s p mimobézna, pokud se jedna o regularni pfimku a riznobézna v pfipadé
torzalni pfimky. Pak p protina v kuspidalnim bodé a spolu s p uréuje torzalni rovinu.

Predpokladejme, Ze je plocha @ zadana rovinnou kfivkou 'k, a dvéma mimobé&znymi pfimkami
2k, 3k, které nelezi v roviné kiivky 'k a neprotinaji k. Ukazeme si konstrukci torzalnich pfimek a rovin.
Pfimkou 2k prolozime rovinu T, jejiz prasec¢nice s rovinou kiivky 'k se dotyka kfivky 'k v bodé T.
Prusecik K roviny T a kfivky °k je kuspidalni bod K pfimky TK, pfimka TK je torzalni a rovina T je
torzalni. Obdobné pro piimku k.

Mez vlastniho stinu pfi rovnobézném osvétleni plochy ® je mnozina bodl dotyku tecnych
svételnych rovin této plochy. Mohou nastat nékteré specialni pfipady. Je-li p regularni pfimka
rovnobé&zna se smérem osvétleni, patfi pfimka p mezi vlastniho stinu. Je-li p torzalni pfimka a te€na
svételna rovina je rovina torzalni, pak opét p patfi mezi vlastniho stinu. Neni-li svételna rovina torzalni,
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pak se dotyka plochy v kuspidalnim bodé. Mez vlastniho stinu tedy prochazi véemi kuspidalnimi body
plochy.

Jestlize je zborcena plocha zadana Fidicimi kiivkami 'k, %k, °k, kde napf. °k je nevlastni
ptimka, pak se plocha nazyva cylindroid nebo také Catalanova plocha. Jestlize je navic napf. %k
vlastni pfimka, pak se plocha nazyva konoid. Dal$i pojmenovani konoidu se pak fidi kfivkou 'k (napf.
elipticky konoid apod.) Navic, je-li 2k kolma na nevlastni *k(tj. na fidici rovinu) nazyva se konoid
primy v opa¢ném pfipadé Sikmy nebo kosy.

Uziti zborcenych ploch

Zborcené plochy se uzivaji pfedevSim ve stavebnictvi, protoze jsou konstrukéné jednoduché
(pfimkami se spojuji tfi fidici utvary), maji vyborné statické vlastnosti (soumezné tvofici pfimky jsou
mimobézné), pusobi lehkym a vzdusnym dojmem, je na né nevelka spotfeba materialu.

Z kuzeloseckovych konoid(l se pfimého kruhového konoidu uziva na tzv. pilovych stfechach
nad tovarnimi halami, kde je tak umoznéno dostatecné osvétleni pracovisté. Roviny fidicich kruznic
jsou svislé nebo mirné naklonéné (v pfipadé, kdy poZzadujeme, aby stfecha propoustéla vice svétla),
vlastni Fidici pfimky jsou vodorovné (jedna se o pfimy konoid, takZe Fidici rovina je kolma k Fidici
primce). V nékterych pfipadech se misto kruznice uziva fidici parabola a dostavame pak parabolicky
konoid. Kruhovy konoid se dale vyuziva jako opérna zed vodni nadrze, skladidté sypkych hmot apod.
(Tam, kde na stény pusobi velké tlaky, které se na konoidech rozkladaiji.)

ZastfeSeni nepravidelného &tyfuhelnikového pudorysu je také mozno provést pomoci dvou
eliptickych konoidli, dostavame tzv. kfizovou klenbu. Predpokladejme, Ze mame dan pudorys
ABCD. Dva eliptické konoidy jsou uréeny fidicimi elipsami e, e ve svislych rovinach prochazejicich
AB, BC a jejich druhé osy jsou stejné velké. Ridici rovina obou konoidd je Tta Fidici pfimky jsou svislé
a prochazi pruseciky pfimek AD a BC ¢i AB a CD. Vodorovné roviny tedy protinaji oba konoidy v
pfimkach, toho vyuzijeme pfi konstrukci jejich priniku a Fezu svislymi rovinami prochazejicimi
pifimkami AC, BD.
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Primy parabolicky konoid se da také vyuzit ke chranéni vchodu do budovy, je uren
parabolou ve svislé roviné, fidici pfimka je vodorovna, fidici rovina je svisla, kolma k roviné paraboly.
Na obrazku je konoid omezen Sikmou rovinou.

Plocha klenby nad schodistém je ¢asti Catalanovy plochy nazyvané Freziériiv cylindroid.
Ridici utvary jsou zadany nasledujicim zpisobem. M&jme rotadni valcovou plochu s osou v Tt a
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rovnobé&znou s v (¢ast valcové plochy nad 1), uvazujme dva eliptické fezy e, 2e” v rovinach kolmych k
Tt a elipsu %e” vysufime svislym smérem do elipsy e. Kfivky ’e, 2e " jsou Fidici kiivky a fidici rovina je v.

r

Pro $ikmy podjezd Zelezniéni trati se vyuziva plochy $ikmého prichodu.Ridici kfivky jsou
kruznice lezici ve svislych rovnob&znych rovinach (spojnice 0?0 jejich stifedd neni k témto rovinam
kolma). Ridici pfimka prochazi sttedem Usecky 0?0 kolmo k rovindm kruznic. V praxi se vét§inou
opét bere jen ¢ast plochy uréena pullkruznicemi.
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Ridici kruznici a dvéma pfimkami je zadana plocha Montpeliérského oblouku. Pouziva se ji
jako klenby pfi pfechodu valcl do hranoli nebo jako vyrovnavaci plochy. Jedna fidici pfimka je
rovnobézna s rovinou fidici kruznice, druha fidici pfimka je kolma k roviné fidici kruZznice a prochazi
stfedem Fidici kruznice.

Podobné vyuZiti jako Montpeliérsky oblouk ma i Marseillsky oblouk, ktery je zadan dvéma
fidicimi kruZnicemi v rovnobé&zZnych rovindch a Fidici pfimkou prochazejici stfedem jedné fFidici
kruznice kolmo k jeji roviné.
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. Pro konstrukci stfechy nad kruhovym pudorysem je mozno vyuzit tzv. helmice (u nas znama
Stramberska traba). Plocha je dana fidici kruznici v pldorysné a dvéma navzajem kolmymi pfimkami,
jejichz padorysy prochazeji sttedem kruznice.
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Pliickeruv konoid a Sikmy kulovy konoid

Pliickertiv konoid je zborcena plocha dana elipsou 'k lezici na rotacni valcové plose,
povrchovou pfimkou %k této rotaéni valcové plochy a fidici rovinou kolmou k %k. Je to tedy pfimy
elipticky konoid. Zobrazime Plickerdv konoid v Mongeové promitani, osa rota¢ni valcové plochy je
kolma k T, rovina elipsy "k je kolma k v, Fidici rovina je pak 1. ProtoZe se dvé fidici kfivky protinaji,
patii plode formalné i rovina &, ktera prochazi prisecikem kfivek 'k, 2k rovnobé&zné s 1. Tuto rovinu s
plochy vyjimame (ponechame pouze pfimku g kolmou k v). a podle dfive uvedeného vztahu je plocha
tietiho stupné. Piimky plochy jsou rovnobé&zné s 1, v kazdé rovin€ a rovnobézné s m, ktera protina
elipsu 'k ve dvou ruznych bodech P, P’, lezi dvé tvorici pfimky p, p~ plochy ®. Torzalni roviny '1, %t
jsou roviny rovnobé&zné s Tt ('t splyva s 1), které se dotykaiji elipsy 'k V torzalnich rovinach 1, 1" lezi
torzalni primky t, t". Pruseciky 'K, 2K torzalnich rovin s pfimkou 2k jsou kuspidalni body. Plidorysy
primek vytvareji svazek o stfedu ks, narysy vyplni pas uréeny pfimkami t,, t .

Te¢nou rovinu o v bodé T piimky p sestrojime pomoci dotykové kvadriky Q. p protina 'k v
bodé P, v ném sestojime te¢nu a ke 'k. Kvadrika je pak ur¢ena pfimkami a, 2k a nevlastni pfimkou
roviny 1T, tj. je to hyperbolicky paraboloid. Podle pfedchoziho sestrojime tecnou rovinu tohoto
paraboloidu v bodé T. Asymptoticka rovina pfimky p je rovhobézna s 1t
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P,=P; Ug=p =P,

Rez Pliickerova konoidu rovinou se provadi opét bodové jako mnozina prasediki primek
plochy s rovinou fezu. Nejprve sestrojime fez rovinou, ktera neobsahuje pfimku plochy. Oznaéme R
prusecik roviny r fezu s primkou 2k. Lezi-li mezi kuspidalnimi body je dvojnasobnym bodem fezu,
splyva-li s kuspidalnim bodem je to bod vratu Fezu a leZi-li vné useCky tvofené kuspidalnimi body je
kfivka fezu regularni (tj. bez singularnich bodu).

Obecny bod X fezu sestrojime jako prisecik pfimky p plochy prochazejici bodem X a roviny p.
Prolozime-li pfimkou p te€¢nou rovinu 1 v bodé X je prusecnice roviny T a p te€nou fezu v bodé X. Bod
R je v tomto pfipadé dvojnasobnym bodem fezu, prochazi jim pfimky q, g~ plochy. Te¢né roviny
plochy v bodé R jsou uréeny pfimkami q, g~ a pfimkou 2k, tj. \=(%k,q), u=(*k,q°) Prusecnice roviny p s
rovinami A, g jsou te€ny m, n fezu v bodé R. Torzalni roviny protinaji rovinu fezu v pfimkach p° a g.
Kfivka fezu se téchto pfimek dotyka v jejich prusecicich s torzalnimi pfimkami. Pfimka a konoidu
rovnobé&zna s rovinou p fezu protne rovinu v nevlastnim bodé, asymptoticka rovina a pfimky a protne
rovinu fezu v asymptoté fezu.

Pddorysy vSech pfimek plochy jsou viditelné (tvofi svazek), proto je pudorys fezu cely
viditelny. Viditelnost v naryse ovliviiuje to, Ze formalné plode patfi i rovina & rovnobézna s a
prochazejici prasecikem kfivek 'k, 2k Viditelnost v naryse uréime nasledujicim zpisobem. Bodem X
fezu prolozime rovinu 3 rovnobéznou s Tt Ta protind konoid v pfimkach p, p”. Bodem X vedeme
druhou promitaci pfimku a jeji prusecik s pfimkou plochy, na niz nelezi bod X, oznaCime X". Viditelny
je ten z bodl X, X", ktery je dal od narysny.
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Obsahuje-li rovina p fezu pfimku g konoidu, pak se fez rozpada na pfimku q a kuzelosecku /
(plocha je 3. stupné.) Nejprve sestrojme fez rovinou p prochazejici pfimkou g a kolmou k v. Narysem
kuzelosecky I je usecka. Je-li p pfimka plochy ®, pak jeji prisecik A s rovinou p patfi kuzelosecce I.
Ozna¢me B, C prusediky pfimky p s 'k a ?k. Oznaéme 1 prisecik p; a %, a 2 prasecik ks a %t,. Plati
IC:B1I:IC,AI=IC,B,I:IC A I=FPK2I:PK,1I=konst. Pudorysy A; bodi A tedy vytvafeji kruznici Iy
stejnolehlou s 'k, o stiedu stejnolehlosti C,=?k;. KuZelosecka I je proto elipsa. Stfedu Sy kruznice 'kq v
této stejnolehlosti odpovida stfed kruznice S’ kruznice I;.
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BQ=EBJ2 Oy=p5=p;

Nyni necht je rovina o prochazejici pfimkou p plochy v obecné poloze, fez se rozpada na
pfimku p kuzeloseCku k. Rovinu fezu zadame pfimkou p a bodem Q na pfimce q. Sestrojime-li
prisecnice roviny o fezu s rovinami prochazejicimi pfimkou g konoidu kolmou k v a uréime priseciky
téchto prusecnic s plochou ®, dostavame body kuzelosecky k. Oznacme g prasecnici roviny y (rovina
elipsy 1k) s rovinou . Pfimka g prochazi body Q, B, kde B je prusecik primky p a elipsy 'k. Rovina y
obsahuje piimky g, g, protina plochu ® v elipse 'k, proto kuzelosecce k patii kromé bodu Q i bod B,
druhy prusedik pfimky g s elipsou 'k. Podobné pro rovinu p obsahujici pfimku q a kuzelosecku I,
prisecnice h roviny p a o prochazi body Q, A, kuzeloseCce k patfi kromé bodu Q i druhy prusecik A~
pfimky h s elipsou I. V padoryse uZijeme vlastnosti obvodovych uhli kruznice 'ks. Dostavame
nasledujici vztahy [I<Q:B’1C1I=721<B1S:Cil; 1<Q:A"1C1I=I<A:A 1C1I1=Y21<A1S1C4l. Z rovnosti uhll
B:S:C;s a A;S";C; dostavame rovnost Uhll Q:B3Cs a Q:A"1C; a tedy pudorysem kuzelosecky k je
kruznice k1. (Narys k neni v obrazku sestrojen. )Snadnou konstrukci kruznice k;ziskame po odvozeni
nékterych jejich vlastnosti. Necht p” je pfimka plochy ®, pro kterou plati p,=p~. Oznaéme B”’
prusecik pfimky p~ a elipsy 'k. Plati I<B;B"";C4l =%1<B1S:C4l. Protoze B:;B "’y je rovnobézné s Q;C;,
jsou uhly B:B1C; a Q:B";C stejné, uhel Q:B";C; je Usekovy a pfimka p’; je tedy te€nou kruznice k.
Oznaéme T, 2T, prasediky pudorys( torzalnich piimek s kruznici ky. Teény ks v bodech T; a 2T, jsou
pldorysna stopa roviny fezu a puadorys jeji praseénice s torzalni rovinou 21, tyto pFimky jsou
rovnobézné s ps. Prlsediky C, X pfimky p s elipsou k jsou dvojnasobné body fezu, protoze bod C lezi
na dvojnasobné pfimce 2k plochy a X je bodem dotyku te¢né roviny o. To nam umozni specialni
konstrukci te€nych rovin plochy ®. Necht jsou dany dvé pfimky p, p”“ plochy, takoveé, Ze p,=p .. Ur€ime
te€nou rovinu dotykajici se plochy v bodé T pfimky p. Rovina ¢ prochazi pfimkou p a plochu protina v
elipse k. Padorysem této elipsy je kruznice ki, ktera se dotyka primky p’s v bodé %ks a prochazi bodem
T; (podle pfedchoziho) . Te€ny ke kruznici ks rovnobézné s p; jsou pudorysna stopa roviny g a hlavni
pfimka roviny o lezici v roviné 1. Tim je rovina s uréena. Body dotyku téchto teen jsou pldorysy
prasecikd roviny ¢ s torzalnimi pfimkami. Obracené, je-li dana te€na rovina s konoidu prochazejici
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pfimkou p, pak ur¢ime praseciky T, 2T roviny ¢ s torzalnimi pfimkami '1,%t a sestrojime kruznici k; nad
pramérem 'T, 2T, (prochazi bodem %k, a dotyka se ps ). Prusedikks; a ps rizny od %k, je ptidorysem
bodu dotyku roviny o.

Y,=92

93 =P3 =P,

P

Mez vlastniho stinu Pliickerova konoidu je mnozina bodu dotyku te€¢nych svételnych rovin, {j.
teCnych rovin prochazejicich stfedem promitani. Mé&me dano rovnob&Zné osvétleni plochy ®.
Sestrojme vrzeny stin t” torzalni pf¥imky %t do 1 a oznaéme 'D prusecik pfimek 't a ?t” . Pomoci
zpétného paprsku vedeného bodem "D sestrojme na 2t bod 2D a oznaéme O stfed Usecky 'D?D. Da
se dokazat, Ze kruznice I; sestrojena nad pramérem O+’k; je mnozina stiedt plidorysu Fez(i konoidu
véemi teénymi svételnymi rovinami. Toto tvrzeni nam umozni sestrojit kruznici ks (padorys fezu plochy
svételnou rovinou s prochazejici pfimkou p) bez vyrysovani jeji stopy. Staci sestrojit prisecik O
kolmice k p“yvztyéené v bodé %k, s kruznici ;.
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Sikmy kulovy konoid je zborcena plocha, tvofena pfimkami, které se dotykaiji Fidici kulové
plochy k, protinaji fidici pfimku d a jsou rovnobézné s fidici rovinou o, ktera neni kolma k pfimce d.
Ridici utvary zvolime tak, aby se k dotykala 11, d byla rovhob&Zna s narysnou (nema spoleéné body s
K) a Fidici rovina byla Tt

Plocha je C&tvrtého stupné. Pfimky plochy se sestrojuji nasledujici konstrukci. Sestrojime
rovinu o rovnobéznou s pudorysnou a urcime jeji prasecik A s pfimkou d. Z bodu A vedeme v roviné a
teCny p, p” ke kulové ploSe k. (ij. teCny ke kruznici k, ve které rovina a protina kulovou plochu k.)
Teéné roviny '1,%T1 kulové plochy k a rovnobézné s 1 jsou torzalni roviny. Praseciky 'K, 2K torzalnich
rovin '1,%1 s pfimkou d jsou kuspidalni body a pfimky 'K'T, ?K?T jsou torzalni p¥imky. ('T, T jsou body
dotyku torzalnich rovin 't1,2t s k). Dal$i dvé torzalni roviny se sestroji podobné, pfimkou d vedeme
teéné roviny °t,*t ke K, kuspidalni body *K =, K = jsou nevlastni (priiseciky s nevlastni pfimkou fidici
roviny), tedy torzalni pfimky 3¢t, “t jsou te¢ny K leZici v torzalnich rovinach 3t,t a jsou rovnobézné s 1t
Jejich nevlastni body jsou kuspidalni body. Body dotyky *T, “T torzalnich rovin 3t,%t s k sestrojime napf.
jako pruseciky k s pfimkou d’, ktera je polarné sdruzena s d vzhledem ke k. Body prvniho obrysu se
sestroji jako body dotyku te¢nych rovin kolmych k 1. Pfimkou p plochy vedeme prvni promitaci rovinu
Y, jeji bod dotyku C sestrojime uzitim dotykové kvadriky Q plochy @ podél p. Je-li P bod dotyku pfimky
p sk, te€na rovina o ke K v bodé P obsahuje pfimku p a je tedy te€nou rovinou plochy ® v tomto
bodé. Bodem P vedeme napf. hlavni pfimku a prvni osnovy roviny o (a: je kolma k O.P;) pfimky a, d a
fidici rovina 1t uruji dotykovy hyperbolicky paraboloid Q podél p. Jeho druha fidici rovina je v. Plose
Q patfi pfimka n kolma k v, n; je prisecCik a; a d., podobné patfi ploSe pfimka b kolma k p, bs je
priseCik ps a ny. Pfimky p a b lezi v vy, jejich prisecik C je bodem dotyku roviny y a tedy bodem
prvniho skute¢ného obrysu m. Pfimka p; se dotyka m; v bodé C; Rovina a rovnobézna s 1 je
asymptotickou rovinou kvadriky Q, je tedy i asymptotickou rovinou plochy ® a centralni roviny plochy
@ jsou pak kolmé k 1. Prvnim skuteénym obrysem takto zadané plochy je strikéni kfivka m. Prvni
zdanlivy obrys se dotyka pldorysu torzalnich pfimek v padorysech kuspidalnich bodt, proto jsou 3¢,
“t; asymptoty kfivky m.
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